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SAMMAIM FATTNING
Bakgrund
Pålning används i ökande omfattning för grundförstärkning och grundläggning 
av småhus. För sådana objekt har långa slagna betongpålar av konventionell typ 
ofta vissa nackdelar. Exempelvis är tillgängligt arbetsutrymme för grundförstärk- 
ningsarbete i trånga källarutrymmen begränsat.
De nya användningsområdena för pålar har medfört utveckling av nya påltyper. 
Dessa kännetecknas i många fall av liten diameter (30 — 75 mm) och av att ett 
flertal skarvar kan utföras. Vanligen neddrivs pålarna med hjälp av lätta pneuma- 
tiska hejare, se FIG. I.
FIG. I. Neddrivning av rörpåle i källarutrymme (BESAB, Info-blad 1978).
Till skillnad från vad som är fallet med normerade betongpålar, där ett relativt 
omfattande erfarenhetsmaterial avseende samband mellan sjunkningshastigheten 
vid slagningen och den statiska bärförmågan finns, råder det en ganska stor 
osäkerhet om hur bärförmågan för de nya typerna av pålar skall beräknas på 
ett tillförlitligt sätt och vilka stoppslagningskriterier som skall tillämpas.
Av de olika frågeställningar som är aktuella kan nämnas följande:
• Vilken spetskraft kan uppnås under slagningen vid en viss 
utformning av påle och slagningsutrustning?
• Kan sten eller rosberg stoppa neddrivning utförd enligt 
gällande normer utan att tillräcklig bärförmåga erhålls?
• Hur påverkar olika utformning av skarvar och dynor 
neddrivningsbeteendet?
För att studera dessa och samhörande frågor finansierar BFR ett forsknings­
projekt nr 770784—4 som handläggs vid Kungl. Tekniska Högskolan i 
Stockholm, Institutionen för jord- och bergmekanik. Projektet omfattar teore­
tisk analys, modellförsök och fältmätningar. I föreliggande rapport redovisas den 
första delen av projektet medan fältmätningarna kommer att utföras senare och 
redovisas i slutrapporten för projektet.
Teoretisk analys
Beräkning av uppträdande krafter och reaktioner vid pålslagning utgör i viss 
omfattning en väldefinierad stötmekanisk problemställning. Vid val av analys­
metodik måste å ena sidan i för hög grad förenklade förutsättningar och model­
ler undvikas medan å andra sidan komplexitetsgraden inte bli sådan att pålnings 
tekniskt intressanta bedömningar och resultat försvåras eller omöjliggörs av allt­
för detaljerat teoriarbete.
I syfte att förenkla framställningen och göra den mer praktiskt användbar har 
linjär algebra (exempelvis tensorer och matriser) ej använts. Den analytiska 
beskrivningen av de aktuella stötförloppen blir därigenom åtminstone till vissa 
delar granska grovt tillyxad, men torde i gengäld bättre kunna ge ett för prak­
tiskt bruk anpassat direkt besked för det enskilda fallet. En mer detaljerad 
elasto-plastisk stötanalys kräver väsentligt utvidgad teoretisk analys, se t ex 
Larsgunnar Nilsson (1979).
Vid uppställande av mekaniska modeller har valts att utgå från den approxima­
tion antagandet om enbart longitudinell vågutbredning i en påle utgör. Med 
hjälp av kvasistatiskt synsätt uppställs jämviktsekvationer i form av ordinära 
differentialekvationer, vilkas lösning resulterar i explicita uttryck för krafter 
och rörelser.
Som resultat har erhållits formler som direkt kan användas för beräkning av 
olika påldetaljers inverkan exempelvis skarvars massa och tvärsnitt, se FIG. II. 
Vidare redovisas uttryck för reflexvågform och spetskraftens variation vid olika 
förhållanden, exempelvis olika styvhet hos jord- eller bergmaterialet under pål- 
spetsen.
FIG. II. Transmitterad våg vid punktmasseskarv, rektangulär initialvåg.
En mer detaljerad sammanfattning av resultat från den teoretiska analysen redo­
visas under punkt 5 »Slutsater och praktiska tillämpningar».
Som exempel kan nämnas:
• Spetskraftens storlek vid slagningen beror i avgörande 
grad av underlagets styvhet, ej endast av dess brotthåll­
fasthet.
• Förhållandet mellan maximal dynamisk spetskraft vid 
slagningen och statisk brottlast vid en efterföljande på- 
lastning torde vid slanka stålpålar normalt vara högst 
1.0 och mycket sällan överstiga 1.3.
• Pålar och påldetaljer måste dimensioneras för en drag­
kraft som till sitt belopp är lika stor som den maximala 
initialvågintensiteten.
• Skarvar där glapp kan förekomma måste förutom in­
verkan av uppträdande krafter även utformas så att de 
kan motstå den kraftiga uppvärmning som uppkommer 
vid långvarig slagning.
Modellförsök
De härledda uttrycken för stötkrafternas storlek har verifierats genom de 
modellförsök som utförts. Överensstämmelsen mellan beräknade och uppmätta 
värden är genomgående mycket god.
Försöken har utförts med användande av en 6 m lång 0 25 mm stålstång. Som 
hejare har dels använts en 0,5 m lång, 0 25 mm stålstav, dels en 6,15 kg,
0 125 mm »massiv» hejare. Olika typer av dynor mellan hejaren och pålen 
samt under pålen har använts. Stötkrafterna i pålen har registrerats med hjälp 
av resistiva givare.
Vid modellförsöken har betydelsen av adekvat feluppskattning avseende mät­
systemet i dess helhet studerats. Metodiken att förstärka de mycket svaga ström­
mar som åstadkoms av stöttöjningarna i pålen kan ha avgörande inverkan på det 
mätresultat som presenteras på skrivare eller fotograferas på oscilloscopskärm.
Det tillförlitligaste sättet att kontrollera mätsystemets noggrannhet torde vara 
att kontrollera hur en känd signal av relevant karaktär förändras då den genom­
löper systemets komponenter från givare till presentationsenhet. Detta kan 
exempelvis åstadkommas med hjälp av en funktionsgenerator som alstrar en 
rektangelvåg i mätsystemet vid givarlägena.
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BILAGA 1
8BETECKNINGAR
A tvärsnittsarea
C integrationskonstant, kapacitans
E elasticitetsmodul
F kraft
L hejarlängd
M massa
R resistans
T tid
Z impedans = AE/c
c våghastighet
d diameter, deriveringsoperator
e bas för naturlig logaritm
O
g tyngdacceleration (9.815 m/s )
h fallhöjd för hejare
i heltalsvariabel, index för initialvåg
k fjäderkonstant (kraft/längd)
I längd
m massa
q belastningshastighetfaktor
s permanent pålspetspenetration
t tid
x, y, z rum-koordinater 
a k/(2Z)
ß yk/m
7 vinkelhastighet
A, 6 deformation
e töjning
T) dämpkoefficient
p densitet
o tryck(f-)eller drag(—) -spänning
t skjuvspänning
w \jß2 - a2"
1 PROBLEMSTÄLLNING
1.1 Allmänt
Grundläggning på pålar är den säkraste och vanligaste metoden att förhindra 
uppkomsten av oacceptabla sättningar och rörelser för byggnadsverk som place­
ras inom områden med lösa jordlager tjockare än 3 à 5 m. I ökande omfattning 
används pålning för grundförstärkning av småhus. För sådana tillämpningar an­
vänds ofta nya påityper vilka i många fall kännetecknas av liten tvärsnittsarea 
och ett flertal skarvar.
Den vanligaste metoden att installera pålar är neddrivning genom slagning. En 
s k hejare i form av en fallvikt eller slagkolv slår på en dyna som ligger an mot 
pålhuvudet. Under förutsättning att den i pålen genererade stötkraften har till­
räcklig storlek och är tillräckligt långvarig erhåller pålen en permanent nedträng- 
ning. En övre gräns för slagkraften ges av att slagningen ej får vara så kraftig att 
pålen skadas.
Den övervägande mängden pålar slås genom relativt lös jord till stopp i under­
liggande fasta lager, exempelvis grus, morän eller berg. Vid slagningen kommer 
därför ofta heddrivningsmotståndet från och med ett visst djup att öka markant.
1.2 Funktionskrav
Ur funktionell synpunkt skall pålhuvudet erbjuda ett tillräckligt fast och bestän­
digt underlag för den överliggande konstruktionen, vilket betyder att pålhuvudets 
rörelser för förutsatta belastningar i brukstadiet inte får överskrida vissa värden. 
Ett annat krav är att säkerheten mot brott skall vara betryggande. De fenomen 
som i de flesta fal! kan medföra för stor sättning vid pålhuvudet redovisas i 
TAB. 1 där också motsvarande brottmekanism beskrivs.
Pålen måste också ha tillräcklig motståndsförmåga mot kemisk och bakteriell 
nedbrytning. Ett brott av angiven typ kan exempelvis förorsakas av en lokal för­
svagning som i sin tur orsakats av korrosion.
I verkligheten uppstår en pålskalles rörelser genom en kombination av ovan­
nämnda orsaker. Kännedom om kompressions- och hållfasthetsegenskaperna för 
pålmaterialet är vanligen behäftade med relativt liten osäkerhet. Vertikal sätt­
ning vid pålhuvudet förorsakad av pålens sidoutböjning blir normalt mycket liten 
beroende på det stora förhållandet mellan pållängd och sidorörelser, under förut­
sättning att säkerheten mot knäck- och böjbrott är betryggande.
Vid lös jord kan knäckning inträffa, Granholm (1929), Bergfeldt (1956),
Rinkert (1960). Knäcklasten beror i hög grad på initialkrokigheten. Broms (1963), 
Broms (1967), Bernander och Svensk (1969), Bredenberg m fl (1977). 
Kompressionsegenskaperna för jord- eller bergmaterialet vid pålspetsen kan van­
ligen inte anges med samma noggrannhet som för pålmaterialet. Allmänt gäller
TAB. 1. Sättnings- och brottorsaker.
Sättningsorsak Motsvarande brott­
mekanism
F _lJ|
T
Kompression av 
pålmaterialet
Tryckbrott i pålmaterial
F J_
pû2
.
F
'4 ©
Sidoutböjning Knäckning, böjbrott, 
vridbrott
Jl
û3T1®
Kompression av jord 
vid pålspets
Spetsjordbrott
att om pilspetsens sättning (A3) kan skrivas
och pålmaterialets kompression är
Ai = EL = oLd2 _ g L 
1 AE Ed2 E
så blir förhållandet mellan spetsens och pålmaterialets kompression
(2)
där
gd
A3 _ Ej _ Ed
0 L ~ Ej L
E
d = påldiameter
Ej = jordens sättningsmodul
E = pålens elasticitetsmodul
L = pållängd
A = pålens tvärsnittsarea
(3)
Storleken av jordens sättningsmodul E: är ej konstant utan minskar med ökande 
spänningsnivå vilket medför att förhållandet mellan spetsens och pålmaterialets 
rörelse A3 / Ai , ökar med ökande belastning. Antar man exempelvis att Ej 
minskar linjärt med ökande spetsspänning o från initialvärdet EQ dvs
Ej = E0-k1a (4)
där k-j är en konstant, så erhålles ett hyperboliskt samband mellan spets­
spänning (a) och spetsrörelse (A3). Insättning av Ekv. 4 i Ekv. 1 ger
A3 ; 0 < o < (5)
Värdena E0 och ki blir olika för förstagångsbelastning respektive återbelast- 
ning vilket indikeras i FIG. 1.
1 :q p&lostninq
/ , Avlastning
FIG. 1. Samband mellan rörelse och spänning vid en pålspets.
Vid slagningen nedförs de flesta pålar till kontakt med fasta jordlager. Vidare 
sker normalt en kraftig komprimering av jordmaterialet vid pålspetsen, varför 
den rörelse som uppstår där då pålen belastas statiskt sällan blir av kritisk stor­
lek för pålens funktion. En bidragande orsak till detta, trots att jämförelsevis 
höga spänningar vanligen utnyttjas, är att aen belastade ytan är liten jämfört 
med andra typer av grundkonstruktioner, exempelvis sulor och plattor, jfr Ekv. 1.
1.3 Stoppslagning
Den dimensionerande faktorn för den last som kan utnyttjas blir därför i de 
flesta fall i stället risken för spetsjordbrott. En noggrann bestämning av en påles 
bärförmåga och deformationsegenskaper fordrar en statisk provbelastning som 
emellertid är dyrbar och tidsödande och helt utesluten som kontrollmetod för 
flertalet pålar. Istället föreskrivs oftast en maximalt tillåten sjunkning per slag.
I FIG. 2 visas som ett exempel den maximalt tillåtna sjunkningen per slag vid 
neddrivning av betong—stödpålar med fallhejare enligt SBN Godkännande­
regler 1975:8. Fallhöjden skall varieras mellan 0,3 och 0,6 m. Diagrammet i FIG.2
har upprättats på grundval av arbeten utförda av Heilman m fl (1966—1968).
Max. tillåten sjunkning per 10 slag (mm)
4 TON HEJARE
B TON HEJARE
2 TON HEJARE
Tillåten på Ila st (kN
FIG. 2. Föreskriven stoppslagning mellan fallhejare för stödpålar av betong 
enligt SNB —75.
Sambandet mellan förhållandena vid slagningen och vid den efterföljande statiska 
belastningen är ännu i relativt liten utsträckning klarlagda. Beräkningsrelationer 
för permanent sjunkning vid slagning och statisk brottlast eller statiskt last- 
deformationssamband kräver därför ett flertal förenklade antaganden. Det är 
därför naturligt att jämförelser mellan ur slagdata beräknade och vid statiska 
provbelastningar uppmätta brottlaster i de flesta fall resulterat i avsevärda skill­
nader.
Vidare är det under sådana omständigheter nödvändigt att arbeta med stora 
säkerhetsmarginaler, vilket bl a har nackdelen att risken för sönderslagning av 
pålar ökar. Bristen på kunskap om mer generella samband mellan statisk bärför­
måga och sjunkning vid slagning medför också att tillämpning av resultat och 
erfarenheter från ett objekt till ett annat många gånger kan resultera i rekommen­
dationer på osäkra sidan.
Det sökta sambandet mellan dynamiska och statiska förhållanden kan uppdelas 
i tre delproblem:
(1 ) Av hejaren initierade dynamiska krafter och deformationer 
i pålen.
(2) Jordens respons på de rörelser pålen på så sätt erhåller.
(3) Samband mellan spänningar och rörelser i jorden för dyna­
miska respektive statiska förhållanden.
1.4 Dämpning
Med dämpning avses i allmänhet en hämmande, vanligen hastighets- eller trög- 
hetsberoendejnverkan någon komponent i ett mekaniskt system har på en para­
meter. Dämpning kan exempelvis förorsaka avtagande amplitud för en periodisk 
svängning. För den aktuella problemställningen är dämpning aktuell framförallt 
i två sammanhang:
a) Minskning av stötkraftens intensitet i pålen med ökande 
avstånd från slagsnittet.
b) En del av jordens penetrationsmotstånd beror av pålrörelsens 
tidsderivator (hastighet och acceleration).
Om inga sådana dämpande faktorer existerade skulle samband mellan dynamiska 
och statiska förhållanden för olika situationer kunnat anges med mycket större 
noggrannhet än vad som f n är fallet. Omvänt gäller att kännedom om dämp­
ningens inverkan är nödvändig för en säkrare bestämning av stoppslagskriterier 
för ny pålningsutrustning och nya påltyper där man inte har samma rikliga er- 
farenhetsmaterial som för betongstödpålar slagna med fallhejare.
Dämpande inverkan av friktionsmaterial längs en stålpåle har undersökts av 
Fjelkner m fl (1971—1972). Minskningen i maximal initialstötvågamplitud var 
ca 1 à 2% per meter. Undersökningen avsåg stumsvetsade skarvar. I skarvar av 
annan typ kan avsevärd dämpning uppstå, se Bredenberg och Broms (1979).
2 TEORETISK BAKGRUND
2.1 Allmänt
I denna delrapport behandlas dels initiella stötkrafter i pålmaterialet, dels 
översiktligt hur jorden påverkar storlek och fördelning av vid pilspetsen reflek­
terade stötvågor. Frågan om sambandet mellan dynamiska och statiska för­
hållanden kommer att behandlas senare då de i projektet förutsatta fältförsöken 
utförts.
2.2 Initiella stötkrafter
2.2.1 Tillämpning av vägekvationen
Frågan om vilka spänningar och rörelser som uppkommer vid stötbelastning 
på pålar har tidigare studerats i olika sammanhang. Saint-Vernant (1867) och 
Isaacs (1931) använde vågekvationen
32x _ 1 ^ 82x
S2u c2 St2
(6)
där t = tid
u = förskjutning 
c = våghastighet 
x = lägeskoordinat
för beräkning av spänningar i pålar under slagning. Juhaz (1942, 1949) och 
Fischer (1959—1960) har redovisat en grafisk metod för beräkning av stöt­
krafter i stångsystem vid olika rand- och begynnelsevillkor. För en mer allmän 
översikt av stötfenomen i stänger hänvisas till Timoschenko (1951 ) och 
Rinehardt (1975). Heilman (1967) har föreslagit stoppslagningskriterier för 
stödpålar och angivit approximativa uttryck för maximala spänningar i pålmate- 
rialet vid slagning.
Tidigare undersökningar har utförts av bl a Fox (1932) och Glansville m fl 
(1932, 1938). Stötkrafter i borrstänger vid bergborrning har studerats av 
Lundberg (1971 ).
2.2.2 Numerisk beräkningsmetod
Smith (1955—1960) har beräknat stötkrafter i pålar med hjäip aven diskretise- 
rad pålmodell enligt F ! G. 3. Pålen delas upp i ett antal punktmassor (m) och 
linjärelastiska fjädrar med fjäderkonstanten k. Storleken av m och k kan 
beräknas ur Ekv. 7 och 8;
15
m = A p A L (7)
k = AE/AL (8)
där A = pålens tvärsnittsarea
A L = pålelementets längd
p = pålmaterialets densitet
E = pålmaterialets elasticitetsmodul
Fi = k; {x;_i - x i
Fki = ki + 1 (xj-xiH., )
FIG. 3. Massa—fjädermodell.
Vidare gäller att rörelsen xn t som betecknar den n:te massans förflyttning vid 
tidpunkten t, kan beräknas ur uttrycket
xn,t = xn,t—1 + xn,t—1 At
där xn t_1 betecknar förflyttningen vid tidpunkten t—1
dx,
och
n.t—1
Kn,t—1 dt betecknar motsvarande hastighet.
Kraften Fp t i den n:te fjädern kan sedan bestämmas ur fjäderns resulterande 
rörelse
Fn,t kn ^xn,t ~ xn+1,t ) (10)
Hastigheten för den n:te massan vid tidpunkten t kan till sist beräknas ur 
uttrycket
*n,t xn,t—1 + xn,tAt (11)
Newtons kraftekvation ger för den n:te massan
'n,t
 ^n—l.t ^n.t
(12)
som insatt i Ekv. 11 ger
(13)
Genom rekursiv användning av Ekv. 9, 10 och 13 kan krafter och förskjutningar 
i varje tidssteg och i varje del av den modellerade pålen beräknas. Tidssteget får 
ej vara större än A L/c
betecknar longitudinell våghastighet i pålen. A L/c motsvarar den tid på vilken 
en vågrörelse tillryggalägger en sträcka som motsvarar elementlängden A L.
I praktiken måste betydligt kortare tidssteg väljas vilket är en nackdel med 
metoden, då erforderlig beräkningstid kan bli lång. Goble m fl (1972) har till- 
lämpat Smiths modell men vid beräkningarna använt Newmarks integrations- 
metod för minskning av beräkningstiden.
Vid användande av beräkningsmodellen i F IG. 3 antages att den översta eller 
några av de översta massorna motsvarar hejaren, som har en viss känd hastighet 
lika med anslagshastigheten. Beräkningsarbetet består sedan i beräkning av kraf­
ter och rörelser för varje punktmassa vid varje tidpunkt genom successiv använd­
ning av Ekv. 9, 10 och 13.
Kombineras Ekv. 9, 10 och 13 erhål les
1 k
ô ^xn,t + 1 ~ ^xn,t xn,t—1 ^ ~ ~ ^xn+1 ,t ~^xn,t+ xn—1 ,t*
Af* n
Ekv. 15 är ur matematisk synpunkt en differensapproximation av vågekvationen, 
Ekv. 6. Man kan med hjälp av numerisk analys visa att lösningen är stabil om 
tidssteget At uppfyller villkoret
At « (16)
vilket är ekvivalent med villkoret At $ A L/c. Den behandlade beräknings-
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metoden kan alltså i stället för en fysisk modell tolkas som en finit differens­
lösning (FDM) till vågekvationen. Denna parallellism är ingen tillfällighet utan 
i stället en bekräftelse på att den mekaniska beräkningsmodellen i FIG. 3 är rik 
tig. Normalt gäller för diskreta mekaniska modeller att de genom gränsvärdes- 
betraktelser skall kunna representera motsvarande kontinuerliga lösningsrum.
2.2.3 Kvasistatisk metod
2.2.3.1 Partikel- och våghastighet
Som alternativ till direkt användning av vågekvationen Ekv. 6 eller grafisk metod 
kan många stötproblem inom pålområdet behandlas som kvasistatiska, vilket 
innebär att krafter som beror av hastighet och acceleration i stället behandlas 
som »vanliga» statiska krafter, Bredenberg (1977—1978). Metodiken brukar be­
nämnas d' Alemberts princip. Till resultat erhålles då här ordinära differential­
ekvationer som i de flesta fall ger explicita uttryck för krafter och rörelser, vilket 
är en stor fördel.
Begreppet partikel är fundamentalt i samband med stötproblem. Materiella krop­
par antages sammansatta av partiklar med vissa egenskaper. Exempelvis förutsätts 
att en partikel intar ett bestämt läge i rummet vid varje tidpunkt samt att mer än 
en partikel aldrig kan befinna sig i samma punkt i rum-tidsdomänen. Massan i 
en partikel antages koncentrerad till en punkt. Vidare förutsätts varje partikel ha 
så liten utsträckning i rummet att man kan bortse från partiklarnas deforma­
tioner och vridningar liksom individuella olikheter mellan olika partiklar. Ur ma­
tematisk synpunkt antages därför att partiklar kan behandlas som infinitesimala 
storheter. Tanken på små, hårda kulor ligger nära till hands.
Begreppet partikelhastighet (x) och våghastighet (c) åskådliggörs i FIG. 4. Par­
tikelhastigheten motsvarar partiklarnas rörelser utefter det lutande planet. Partik­
larna stannar oelastiskt då de kommer i kontakt med den högraste i raden av 
stillastående partiklar till vänster. Snittet »front», vars läge definieras av den 
partikel som stoppats sist, kommer därför att röra sig åt höger i figuren med en 
hastighet, »våghastigheten», vilken, som framgår av figuren, kan vara mycket 
större än partikelhastigheten.
FIG. 4. Våghastighet och partikelhastighet.
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Till skillnad från situationen i FIG. 4 där c beror av partikelhastigheten x, 
antages i de aktuella tillämpningarna våghastigheten c vara konstant för respek­
tive material, och lika med den hastighet med vilken en störning i form av en 
förtunning eller förtätning fortplantas i materialet. Partikelhastigheten x anger 
de enskilda partiklarnas hastighet.
2.2.3.2 Samband mellan kraft, spänning och partikelhastighet
Om man antar att alla partiklar på ett segment med längden Al av en stång med 
tvärsnittsarean A och densiteten p givits partikelhastigheten x genom att den 
konstanta kraften F under tidsrymden t verkat på det betraktade segmentets
k
n
Hs
FIG. 5. Samband mellan kraft och partikelhastighet.
övre begränsningsyta kan ett samband mellan partikelhastighet och kraft 
erhållas:
Villkoret impuls = rörelsemängd ger
Ft = Apl • x (17)
Al = c t ger
Ft = Ap ctx (18)
F = oA ger
o = c p X (19)
Insättning av Ekv. 14, c -
eller
ger
(20)
p _ AE .F = ------ x
c (21)
Faktorn —g- benämns i impedans eller dynamisk styvhet och betecknas i fort­
sättningen med Z, dvs
(22)
Partikelhastighetens riktning bestämmer inte entydigt om den resulterande kraf­
ten i ett snitt är en tryck- eller dragkraft. En dragkraftkomponent uppkommer 
om partiklarnas rörelsevektor är riktad så att en förtunning tenderar uppkomma. 
Ofta har man flera motriktade partikelhastighetskomponenter som resulterar i 
överlagrande tryck- och dragkrafter.
Det belastade snittets rörelse x i FIG. 5 kan även beräknas med direkt tillämp­
ning av Hooks lag
a = Ee (23)
som ger
eller
FAI
AE
(24)
Fet
AE
(25)
Differentiering med avseende på t ger
dx _ c F
~dt “ÄÉ ” T
vilket är i överensstämmelse med resultatet i Ekv. 21.
(26)
Man kan även notera att x enligt Ekv. 19 och 26 ger
o ■ c
(27)
c p E \l p
vilket är det uttryck för den logitudinella våghastigheten som angivits tidigare.
2.2.3.3 Lika hejare och påle
Det enklaste fallet av stötsituation mellan en hejare och en påle erhålles då 
hejaren och pålen har samma dynamiska styvhet, Z.
Just innan anslaget antages hejaren ha hastigheten v, dvs alla partiklar i hejaren 
har denna hastighet medan partiklarna i pålen är i vila. Då hejaren träffar pålen 
får partiklarna överst i pålen momentant hastigheten x.
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FIG. 6. Lika hejare och påle, Zj_j = Zp.
Stötkontakten orsakar en tryckreflexvåg i hejaren vars front rör sig uppåt i 
hejaren med hastigheten c. Motsvarande partikelhastighet som är riktad uppåt 
tecknas y. Den resulterande nedåtriktade partikelhastigheten mellan kontakt­
snittet och den uppåtgående vågfronten blir då v — ÿ.
Under en viss tidsrymd, stöttiden, kommer hejare och påle att vara i kontakt, 
varvid kontaktkrafterna på ömse sidor kontaktytan enligt lagen om verkan och 
motverkan kommer att vara lika stora och motriktade. En jämviktsekvation med 
avseende på tryckkraften i hejaren respektive tryckkraften i pålen ger
ZHy = Zpx (28)
Vidare medför kontaktvillkoret att partikelhastigheterna på varje sida snittet 
också måste vara lika stora och motriktade, dvs
v - y = x (29)
Kombinationen av Ekv. 28 och 29 ger, eftersom Z|_| =
x ~ ~ v (30)
dvs tryckkraften i hejaren och pålen har under stöttiden det konstanta värdet
(31)
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där index »i» betecknar initiell. Pälen förutsätts så lång att förloppet ej påverkas 
av vågreflexer från pålens motsatta ände. Observera att tryckkrafter här till 
skillnad från vad som normalt är brukligt inom hållfasthetsläran betecknas posi­
tiva och dragkrafter negativa. Skälet är att krafter i pålar i de flesta situationer 
utgörs av tryckkrafter.
Efter kontaktögonblicket kommer till en början således partiklarnas rörelsetill­
stånd i hejaren att kännetecknas dels av en nedåtriktad partikelhastighet v, dels av 
en uppåtgående tryckvågsfront bakom vilken den resulterande partikelhastigheten 
erhålles som skillnaden mellan hastighten v nedåt och -Y-uppåt som ger skillna­
den -X. nedåt. När tryckvågsfronten når hejarens överänae har därför alla partiklar 
i hejaren hastigheten ^ nedåt och hela hejaren är tryckt med motsvarande kraft.
En tryckvåg reflekteras vid en fri yta som en dragvåg vilket inses ur villkoret att 
den resulterande kraften mot en sådan yta skall vara lika med noll. Då tryckvågs­
fronten ovan nått hejarens överyta uppkommer därför en dragvågfront som rör 
sig nedåt i hejaren. Dragvågreflexens tillhörande partikelhastighet är riktad uppåt 
och lika med —^ varför hejaren över dragvågfronten blir spänningslös. När drag­
vågfronten nått kontaktsnittet mellan hejare och påle är således hela hejaren 
spänningslös om spänningar av egentyngd försummas. Hela rörelseenergin i heja­
ren överförs till pålen och hejaren studsar inte upp utan blir stående på pålen.
Den tid kraftöverföring mellan påle och hejare sker blir 2L/c och stötvågens 
längd i pålen motsvarar 2L, dvs dubbla hejarlängden. Om hejaren respektive 
pålen består av material med olika longitudinell våghastighet som betecknas C|_| 
respektive c„ , men fortfarande har samma dynamiska styvhet Z, erhålles med 
hänvisning till beskrivningen av förloppet ovan istället stöttiden , vilket
motsvarar stötvågslängden 2LCp/c|_j i pålen.
2.2.3.4 Hejare smalare än pålen
Zrt—|
v I
F IG. 7. Hejaren »smalare» än pålen, < Zp.
Om hejaren enligt FIG. 7 är »smalare» än pålen dvs Z^ < Zp erhålles i analogi 
med Ekv. 28
ZHY = Zp* (32)
Ekv. 29 ger
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v = ÿ + x (33)
Ur Ekv. 32 erhålles 
Zn
y = X (34)
ZH
som insatt i Ekv. 33 ger
v = ( -2- 4 1) x (35)
ZH
eller
x v ■ ZH
Zp + ZH
(36)
Ur sambandet mellan partikelhastighet x och kraft enligt Ekv. 21 erhålles då
Fi
ZH Zp 
Zp+ ZH
(37)
Även i detta fall erhålles en rektangulär våg med längden 2L, se FIG. 7. Till 
skillnad från fallet med lika hejare och påle kommer dock alla partiklar i hejaren 
vid motsvarande tidpunkt 2L/c att ha en resulterande partikelhastighet riktad 
från pålen, dvs hejaren studsar få från pålen med hastigheten y (2L/c) som kan 
beräknas ur Ekv. 29;
ÿ (2L/c) = x — v 
Insättning av Ekv. 36 ger
(38)
eller
ÿ (2L/c) = v ( ZH
Zp + ZH
-1)
</ (2L/c) = v
ZH-Zp 
Zp + ZH
(39)
(40)
Man kan därvid notera att om Z|_j = Zp, som innebär lika hejare och påle, så blir 
studshastigheten lika med noll medan Zp = °° medför att hejaren studsar tillbaka 
med samma hastighet som anslagshastigheten.
2.2.3.5 Hejare tjockare än pålen
TÖ*-
fi,n.1 =Fi.n 
n ■ 1.2,.
T-H-h
ZH»Zp
FIG.8. Hejaren »tjockare» än pålen, Z|_j > Zp 
I analogi med fallet Zp < Z|_| erhålles till en början stötkraften
Fri,1 = v , se Ekv. 37.
I detta fall kommer emellertid reflexen från hejarens överyta efter tidsrymden 
L/c ej förmå att utsläcka eller vända den initiella nedåtgående partikelhastighe­
ten v i hejaren. Istället minskar reflexen vid hejaröverytan den nedåtgående 
parti kel hastigheten så att den vid tidpunkten 2 L/c i kontaktytan mellan hejare 
och påle momentant sjunker till ett värde som kan beräknas enligt uttrycket
*n+1 *n
ZH~Zp 
ZH + Zp
; n = 1,2...
där x-j = v.
(41)
Index n anger reflexens ordningstal. Man får således en initialvåg i pålen som 
är stegvis avtagande, där varje steg har längden 2L/c och intensiteten för de olika 
stegen minskar i en geometrisk serie som med utgångspunkt från Ekv. 41 kan 
beräknas enligt uttrycket
Fi,n+1 Fi,n
ZH-Zp 
ZH +Zp
(42)
Maximal stötkraft erhålles för ett mycket stort värde på Zj_|, dvs mycket styv 
hejare. Ekv. 37 ger
lim
Z h 00 Fj - vZp (43)
vilket är dubbelt sä stor initialstötkraft som för konfigurationen lika hejare och 
påle enligt Ekv. 31.
2.2.3.6 Stel hejare
•mg, försummas
FIG. 9. Stel hejare
Om hejaren vars massa betecknas m antages helt stel och pålens impedans 
tecknas Z kan följande jämviktsekvation uppställas:
mx ■+ Zx = 0 (44)
Ekv. 44 kan skrivas 
Z
x H-------x = 0
m
som har lösningen
x - Ci + Co e
■ t
(45)
(46)
där C-| och C2 är integrationskonstanter. Begynnelsevillkoret x (0) = v ger
x = Z e m
Genom insättning i Ekv. 21 erhålles
(47)
vZe m
• t
(48)
dvs en efter kontaktögonblicket exponentiellt avklingande våg enligt FIG. 9.
För t = 0 erhål les
25
Fj = vZ
som är i överensstämmelse med Ekv. 43.
2.2.3.7 Stel hejare med dyna
I många tillämpningar är den mycket branta vågfront som uppkommer då en 
hejare slår direkt på pålen olämplig. Man placerar då en dyna mellan hejare och 
påle. En modell av ett sådant system visas i FIG. 10.
FIG. 10. Stel hejare, elastisk lätt dyna.
Hejaren antages stel. Dynan efterliknas med en linjärelastisk lätt fjäder med 
fjäderkonstanten k (kraft/längd). Pålens impedans tecknas Z. y respektive x 
betecknar hejarens respektive pålöverytans rörelse. Om hejarens egentyngd mg 
och dynans massa försummas erhålles följande jämviktsekvationer för hejaren 
(Ekv. 49) respektive pålen (Ekv. 50):
Införes
m ÿ + k (y — x ) = 0
Zx — k (y — x ) = 0
fr = — och a = — erhålles p m 2Z
y -F — ß?x = 0
(49)
(50)
(51)
x — 2 ay — 2ax = 0 (52)
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Ekv. 52 ger
y = -z— +■ x2 a
=*y = ~ +- x 
2 a
v •• A ...
=* y = -x— +- x2 a
Insättning av Ekv. 53 och 54 i Ekv. 51 ger efter förenkling 
x' + 2 a x + (32 x = 0
Antages ß2 > a2 och införes to = \ / j32 — a2 erhål les lösningen
— at ,
x = C-j -fe (C2 sin tot + Cg cos tot )
där C-|, Cg och Cg är integrationskonstanter.
(53)
(54)
(55)
(56)
(57)
Derivering av Ekv. 57 ger 
. — at
x = e [ — a (Cg sin tot +- Cg cos cot ) 4-tO (Cg cos tot 
Begynnelsevillkoret x (0) =0 ger
som medför att
, (32 — at
x = — ------ Co e sin tot
to J
Cg sin tot) ] (58)
(59)
Derivering av Ekv. 59 ger
ß2 —at
x = — ------Cq e (—a sin tot 4- to cos tot) (60)
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Insättning av Ekv. 59 och 60 i Ekv. 54 ger efter förenkling
.2Pd
2 co
— at , . co
Co e sincotH------cos co t)J a (61)
Begynnelsevillkoret ÿ (0) = v, hejarens anslagshastighet, ger
C-, = - 2
ß2
Insättning av C3 i Ekv. 59 ger efter förenkling
k — at
x = v ------ e sin cot
Zoo
(62)
Stötkraften i pålen Fj = Zx blir alltså
k — at
F: = v ------e sm cot
' co
(63)
dF
F; är maximal för ------= 0, dvs x = 0.
1 dt
Ekv. 60 ger då
a sin cot = co cos cot (64)
1 -1 , u ,
=* t = — tan ( -or )
co u
(65)
Förfallet < a? dvs k > och sätts co = \
m y
på samma sätt som ovan
/a^ — ß 2 får man
k — at
F; = v ——e sinh cot
' co
(66)
eller
k — at e w t — e w * (67)
Maximal stötkraftintensitet erhålles för
1 , -1 , « , t = — tanh ( — 
co a
(68)
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2.2.3.8 Elastisk hejare, stel dyna
I många snabbslående luft- och hydraulhejare utgörs hejaren av en långsmal 
kolv som slår på en dyna i form av en stålplatta vilken ligger an mot pålen. 
Betraktas slagkolven elastisk (impedans = Z^) och dynan stel (massa = m) erhål- 
les den mekaniska modellen i F IG. 11.
F IG. 11. Elastisk hejare, stel dyna.
Parti kel hastigheten i hejaren nedåt före kontakten med dynan antages vara v, 
anslagshastigheten. Vid stötkontakten får den stela dynan och partiklarna överst 
i pålen momentant partikelhastigheten x. Den uppåtgående tryckreflexen i heja 
ren motsvarar därför partikelhastigheten v — x och hejarens resulterande tryck­
kraft mot dynan blir då
ZH (v — x) (69)
En jämviktsekvation för de uppträdande krafterna kan skrivas
Zj_| (v — x) = ZpX-t-Mx
som ger
x
ZH +■ zp . v ZH
M X IvT
Homogen lösning (jfr Ekv. 46) blir
ZH + Zp
----------------— ■ t
x-j = c-| -t- C2 e M
(70)
(71)
(72)
Den partikulära lösningen lyder 
ZH
X2 = v
Zp + ZH
t (73)
Insättning av begynnelsevillkoret x (0) = 0 ger
M
(74)
Lösningen är giltig för 0 < t < 2 L/c, där I = hejarens längd och c är den 
longitudinella ljudhastigheten i hejaren. Det fortsatta stötkraftförloppet blir be­
roende av förhållandet mellan ZH, M och Zp, och kan i princip behandlas på 
samma sätt som visats för fallet elastisk hejare utan dyna, där Z^ > Zp.
2.2.3.9 Noggrannare teori
Om ovan angivna uttryck används för beräkning av initiella stötkrafter och 
dessa sedan jämförs med resultat från mätningar kommer man att finna vissa 
skillnader. Delvis kan dessa förklaras av ojämnheter i ansiagsytor och liknande 
avvikelser från ideella förhållanden.
En annan orsak till skillnader i beräknade och uppmätta värden beror på inver­
kan av transversella svängningar i påle och hejare. Sambandet mellan dynamiska 
töjningar i tvär- och längsled bestäms bl a av pålmaterialets kontraktionstal och 
densitet. Skalak (1957) har redovisat en noggrann beräkning av den longitudi­
nella stötkraftsintensiteten för en för fallet axiell stöt mellan två långa, cirkulära 
stänger (»Hopkinson-bar»). Lösningen gäller på tillräckligt stort avstånd från 
stötsnittet. Resultatet visas i F IG. 12 och man noterar att en översväng i stöt- 
pulsens framkant om ca 30% erhålles, jämfört med det värde som erhålles med 
den enkla teorin. Vidare framgår av FIG. 12 att vågfronten kommer att få en allt 
flackare lutning allteftersom stötvågen fortplantas i pålen. Fenomenet benämns 
dispersion.
ju.-
FIG. 12. Vågfront vid stöt mellan två långa stänger (Skalak, 1957).
Förhållandena för fallet lika hejare och stång utan mellanliggande dyna liknar 
konfigurationen i FIG.12 och vid mätningar med tillräcklig upplösning kan den 
longitudinella stötkraftens oscillation kring det värde som erhålles med den enkla 
teorin iakttagas. Man kan visa att antalet »övertoner» växer mycket snabbt med 
ökande avstånd från vågfronten, varför det är mätapparaturens noggrannhet som 
bestämmer hur »krusig» en uppmätt stötvågsbild blir. En jämförelse mellan med 
förenklade förutsättningar beräknad och verklig stötvåg vid lika hejare och påle 
utan dyna visas i FIG. 13 a. I FIG. 13b visas de vedertagna benämningarna på 
karaktäristiska storheter för stötpulser.
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Verklig våg
Ekv 31
FIG. 13 a. Jämförelse mellan verklig och beräknad våg vid Zj_| = ZD, Conway 
och Jakubowski (1969).
FIG. 13 b. Definition av pulsparametrar.
Ur tillämpningssynpunkt har det stor betydelse att en vågfront alltid lutar.
En ideellt vertikal front framkallar nämligen mycket stora dragspänningar. För 
att öka stigtiden, utöver den som motsvarar beskriven dispersion, används som 
nämnts tidigare, ofta en dyna mellan hejare och påle. Man kan också notera att 
jordens reaktion på en stötvåg i en påle i hög grad kan antagas bero på vågfron­
tens stigtid.
2.2.4.0 Approximativa vågformer
För många tillämpningar är en approximation av aktuell vågform tillräcklig.
I FIG. 14 visas några olika förenklade vågtyper som brukar komma till använd­
ning.
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Fj = F0 sinvt
SinusvågTriangular vågRektangulär våg
FIG. 14. Approximativa stötvågformer.
2.3 Skarvar
En skarv i en påle utgör en diskontinuitet som i det generella fallet medför att 
en del av en mot skarven inkommande våg reflekteras medan en del överförs till 
påldelen på andra sidan skarven. I skarven kan också uppkomma energiförlust, 
vilket ger sig tillkänna i form av en uppvärmning, vilken i vissa fall, exempelvis 
vid användning av snabbslående hejare, kan bli betydande.
2.3.1 Springvis sektionsändring
Om den infallande vågens intensitet betecknas Fj; den reflekterande vågen respek­
tive den transmitterade vågens intensitet betecknas Fr respektive Ft erhålles 
om eventuell energiförlust i skarven försummas,
F; + F. (75)
se FIG. 15, där ett skarvsnitt i form av en plötslig sektionsändring visas.
Z2
FIG. 15. Stötkrafter vid sektionsändring.
Stötkraftintensiteterna Fj, Fr och Ft varierar givetvis med tiden varför även be­
teckningarna Fj(t), Fr(t) och Ft(t) kan användas. För enkelhets skull underför­
stås dock tidsberoendet i den fortsatta framställningen. För skarvtypen i FIG. 15 
ger kraftjämviktsekvationen Ekv. 75 med användande av samband mellan kraft
och partikelhastighet enligt Ekv. 21 :
Z i ÿ = Z2X 4- Z.2<x — ÿ)
där Z-] = dynamisk styvhet för överdel
Z2 = dynamisk styvhet för underdel
x = partikelhastighet i överdel
ÿ = skarvsnittets hastighet
Ekv. 76 kan förenklas till
2Z2x 
Z1 + Z2
(76)
(77)
Insättning av Fj = Zx enligt Ekv. 21 ger
• = 2F^
Z1 + Z2
(78)
Med q
Z2
Z1
erhålles
och
F t = 2Fj
1
1 4- q
C - C.
1 - q
1 + q
(79)
(80)
För Zi = Z2 erhålles Fr = 0 och F^ = Fj, dvs stötvågen passerar en sådan
skarv utan reflexion eller förändring. Man kan också notera att vågform och våg 
längd för reflekterad respektive transmitterad våg har samma värde som den in­
fallande vågen. Ett tillämpningsexempel på skarv av den typ som visas i F IG. 15 
är aktuellt vid kombinationspålar där en underpåle av trä under neddrivningen 
skarvas till en överpåle av betong.
2.3.2 Punktmasseskarv
I vissa fall kan en skarv approximeras med en punktmassa enligt FIG. 16. En 
sådan modell kan exempelvis komma till användning när man vill skaffa sig en 
uppfattning om hur massan hos en skarvkonstruktion påverkar stötkrafterna.
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FIG. 16. Skarv betraktad som punktmassa.
En jämviktsekvation ger med teckningar enligt FIG. 16 
Ft 4- mÿ = Fj + Fr
Samband mellan kraft och partikelhastighet enligt Ekv. 21 ger
(81)
Zy -F mÿ = Zx -j- Z (x — y) (82)
Med Fj = Zx erhålles
2Z . 2Fi
y m y m
Förfallet Fj = rektangulär våg = F0 har Ekv. 83 lösningen
2Z
m ' t Fo
y = C-j 4- C2 c "t- ~1
där Ci och C2 är konstanter, y(0) = 0 medför att C-j = C2. 
Derivering ger
V c2
(83)
(84)
(85)
Begynnelsevillkoret y(0) ger C2 =
F0m
7Zi
som insatt i Ekv. 85 ger
3-07
2Z
TTT
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y =
som ger
2Z
tm
TI II TI O — e )
(86)
(87)
Den reflekterande vågens intensitet kan beräknas ur uttrycket
Fr = Ft ~ Fo (88)
Insättning av Ekv. 87 ger
2Z
m ' t
Fr = - F0e (89)
Ekv. 87 visar att den transmitterade vå^en får mindre intensitet än initialvågen 
och att vågformen ändras. Faktorn -^pp bestämmer vilken inverkan skarven har.
Om Ft och Fr skall beräknas för tidpunkter större än varaktighetstiden tQ för 
initialvågen F0, måste de aktuella begynnelsevillkoren vid respektive diskontinui- 
tetspunkt insättas:
där
Ÿ (t0)
Fmax
~~Z~ (90)
Fmax Fo ^ e
2Z
TtT ' to
) (91)
Om inverkan av skarvens tröghet försummas erhålles
2Z
m ■ ii
F- = F gri rmaxc (92 a)
där ti - 0 för tidpunkten t0 enligt FIG. 17 a, dvs en exponentiell avlastning.
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FIG. 1 / a. KunKtmasseskarv med rektangulär initialvåg.
Ekv. 83 kan användas även då initialvågen varierar med tiden. För exempelvis en 
från värdet noll linjärt ökande initialvåg, dvs
Fj (t) = qt
där q = en konstant (= »belastningshastighet») erhålles
(92 b)
Ekv. 92 b illustreras i F IG. 17 b. Avvikelsen mellan initiell våg och transmitterad 
våg ökar som framgår av figuren med tiden så att för stora värden t gäller
Ft »qt - q m2Z
(92 c)
Även i detta fall bestäms skarvens inverkan av faktorn
2Z
FIG. 17 b. Punktmasseskarv med linjärt ökande initialvåg Fj = qt.
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2.3.3 Elastisk pålskarv
Om skarvens massa försummas och skarven istället efterliknas med en linjär- 
elastisk fjäder med fjäderkonstanten k (kraft/längd) erhålles den mekaniska 
modellen i FIG. 18.
FIG. 18. Elastisk skarv, fjädermodell.
Med figurens beteckningar erhålles jämviktsvillkoren
j Fk = F, + Fr
/ Fk = fT
(93)
(94)
som kan skrivas
k (x-y) = Zz + Z (z-x) 
k (x - y) = Zÿ
(95)
(96)
Med sambandet Fj = Zz erhålles
k (x-y) = 2F: Zx (97)
k (x - y) = Zy (98)
Ekv. 98 ger
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x = — ■ y + y 
k
(99)
x = —- y + y 
k
Insättning av Ekv. 99 och Ekv. 100 i Ekv. 97 ger efter förenkling
(100)
2k k
y + ~2~ v = 2Fi z2“
(101)
Homogen lösning är
yh = C1 + C2e 
där O'] och C2 är konstanter.
2k
• t
(102)
För fallet F: = en rektangulär våg = FQ är en partikulär lösning till Ekv. 101
yP 2
Lösningen till Ekv. 101 blir då
2k
- ' 1 Fo
y = C-| — C2 e +
Begynnelsevillkoret y (0) - 0 ger - —C2. Därav följer att
2k
(103)
(104)
2k T
V = - C2 — e
t Fr
(105)
Begynnelsevillkoret ÿ (0) = 0 ger C2-----— , som insatt i Ekv. 105 ger
'o k
2k
2k_.t A
(106)
Samband mellan snitthastighet och kraft enligt Ekv. 21 ger slutligen efter för­
enkling
(1 -e
2k
~Z ■ t
) (107)
I analogi med fallet punktmasseskarv erhålles även här en exponentiell avlastning 
då den mot skarven infallande vågen upphör. I FIG. 19 visas sambandet mellan 
transmitterad våg och initialvåg Fj då initialvågen utgörs av en rektangulär våg 
med intensiteten F0 och varaktigheten tQ.
FIG. 19. Elastisk skarv (fjäderskarv) med rektangulär initialvåg.
För t > tQ kan den transmitterade vågen Ft(t-j ) beräknas enligt uttrycket
2k
Ft(t1> = Fmaxe Z (108)
där
Fmax
2k
= Fo 0 -e Z (109)
2.3.4 Elastisk skarv med impedans
En skarvs dynamiska egenskaper kan alternativt studeras med hjälp av ovan an­
givna uttryck för språngvis impedansändring, se Ekv. 79 och 80. Den åsyftade 
modellen visas i FIG. 20.
Vågreflexioner uppkommer vid snittet 1 - 1 och 2 - 2, se figuren. Om reflex­
vågen vid något av snittet blir en tryck- eller dragvåg beror dels på tecknet för 
initialvågen, dels på förhållandet mellan impedanserna för påldelarna på respek 
tive sida snittet ifråga. Allmänt gäller att en dragreflex uppkommer om en våg 
reflekteras mot en påldel som har mindre impedans, jfr Ekv. 80.
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FIG. 20. Elastisk skarvmodell med rektangulär initialvåg.
Fi Ff
Vid en skarvmodell enligt FIG. 20 bestäms den transmitterade vågens form av en 
serie reflexioner i snitt 1 - 1 och 2 - 2. I figuren visas hur en infallande rektan­
gulär våg med intensiteten F0 transformeras till en stegfunktion, där varje steg 
har varaktigheten ts ;
(110)
där Ls = skarvlängd
cs = våghastighet för skarvmaterialet
Enligt Lundberg, 1971, gäller
(1 - (
1 — q 2n
1 +q
) Fr- OH)
där n = 1, 2 . ..
och q - ^skarv^påle
Ekv. 111 gäller för F0 > 0 dvs t < tQ. Man kan notera att distortionen för­
orsakad av skarven minskar med minskande värde på faktorn 2L$/cs och förhål 
lande q mellan skarvens och pålens impedans. För fallet lika skarv och påle er­
hål les, som sig bör, Fy = Fj.
2.3.5 Inverkan av skarvglapp
Inverkan av ojämna anliggningsytor, glapp och andra avvikelser från ideella för­
hållanden medför att den vågenergi som inkommer till ett skarvsnitt (Wj) är 
större än den som motsvarar summan av energin hos den reflekterade respektive
transmitterade vågen (Wr - WT). Förlusten (AW) kan därför tecknas
AW = Wj - (Wr -I- Wj ) (112)
Den totala energin för initialvågen (Fj) under tidsrymden t-| — t2 kan tecknas
t2
Wj = ^ Fjxdt
*1
Insättning av
W;
1
Z
t2
tyl
(113)
(114)
Energiförlusten i skarven kan efter insättning av Ekv. 114 i Ekv. 112 och för­
enkling skrivas
dt (115a)
Insättning av jämviktsvillkoret Fr = Fj — Fj ger då efter förenkling
l2
AW = — ^ FT (Fj - FT) dt 
*1
(115 b)
Energiförlusten AW åstadkommer en uppvärmning av påle och jord vid skarv­
snittet. Vid långvarig slagning har det visat sig att mycket höga temperaturer kan 
uppkomma, särskilt vid användande av vibrohejare och snabbslående hydraul- 
aggregat.
Ett skarvglapp kommer att förändra formen på en infallande stötvåg. Förloppet 
illustreras i F IG. 21. Innan initialvågen anländer till glappet har glappet bredden 
Ax, FIG. 21 a. Då vågen når det övre ändsnittet börjar detta röra sig nedåt sam­
tidigt som en dragreflex (Fr) som har samma momentana belopp som initial­
vågen (Fj ) reflekteras uppåt från snittet, se FIG. 21 b. Då snitten kommer i kon­
takt upphör momentant dragreflexen uppåt och den infallande vågen (Fj) börjar 
transmitteras oförändrad över skarvsnittet, se FIG. 21 c.
41
a
FIG. 21. a) Före kontakt, 
Före reflexion
y* o
b) Före kontakt 
reflexion
Som framgår av figuren och beskrivningen medför alltså glappet dels att en drag­
reflex, dels att två branta vågfronter uppkommer. Vidare kan, som framgår av 
figuren, den transmitterade vågens maximala amplitud bli mindre än den infal­
lande, vilket medför försämrad penetrationsförmåga genom kraften vid pålspet- 
sen biir mindre. Överstiger spaltbredden Ax en viss Storlek överföres ingen kraft 
alls över spalten.
Hastigheten för skarvens övre ändsnitt (ÿ) kan beräknas genom addition av par- 
tikelhastigheterna x för initiell och reflekterad våg i påldelen över skarvsnittet. 
Villkoret att snittet skall vara spänningsfritt före kontakt, dvs Fj = Fr ger
y = 2 x (116)
som, enligt tidigare angivna samband mellan partikelhastighet och kraft, kan 
skrivas
Integration ger snittets rörelse för tidsrymden t^ — t2 under förutsättning att 
kontakt ej inträffar
l2
yk = -f- ^ dt (118)
*1
För specialfallet en rektangulär initialvåg F0 med varaktighet tQ erhålles då 
villkoret för uppkomst av kontakt i en skarv med glappet Ax;
Ax « 2
Z
(119)
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2.4 Reflexion vid spets
2.4.1 Spetsfjädermodell
Då initialvågen når pålspetsen sker, som nämnts ovan, en reflexion. För ytterlig­
hetsfallet fri spets får den reflekterade vågen (Fr) samma form som initial­
vågen (Fj) men kraften ändrar tecken så att Fr = — Fj.
Om pålspetsen står på ett oeftergivligt underlag erhålles istället Fr = Fj. Vid 
spetsen gäller som tidigare nämnts jämviktsekvationen
Fs = Fi +- Fr (120)
vilket medför att kraften mellan en pålspets och ett oeftergivligt underlag får 
storleken 2 Fj.
Den enklaste modellen av ett pålspetsunderlag som beskriver förhållandena mel­
lan ytterlighetsfallen fritt respektive fasthållet spetssnitt utgörs av en linjärelastisk 
fjäder. Motsvarande fjäderkonstant betecknas här med k och anger den kraft 
som ger underlaget vid pålspetsen rörelsen en längdenhet. Konstanten k har där­
för dimensionen kraft/längd. Förutsättningarna för giltigheten av en sådan modell 
samt storleken av spetsfjäderkonstanten k studeras närmare i ett senare avsnitt.
Insättning av samband mellan rörelse, hastighet och kraft i jämviktsvillkoret 
Ekv. 120 ger
ky = Zx — Z (x — ÿ) (121)
som med beaktande av att Fj = Zx kan förenklas till
. k
LLCM
y z y z
Här betecknar
y = spetssnittets rörelse 
ÿ = spetssnittets hastighet 
x = partikel hastighet 
Z = pålimpedans 
k = spetsfjäderkonstant
Se även FIG. 22 a.
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Den generella lösningen till Ekv. 122 lyder
t k
ylt) = e z (C-j -i- I + ~7~te z Fi ( r ) d t )
där C-j är en konstant.
FIG. 22 a. Spetsfjädermodell.
(122 b)
FIG. 22 b. Fiektangulär initialvåg och 
motsvarande spetskraft.
FIG. 22 c. Motsvarande reflexvåg.
2.4.2 Rektangulär initialväg
I allmänhet är initialvågen Fj en funktion av tiden. För det i FIG. 22 b illustre­
rade fallet med en rektangulär initialvåg Fj = F0 med varaktigheten tQ blir lös­
ningen till Ekv. 122 med hänvisning till tidigare uträkningar
2F„
y = e + k (123)
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Begynnelsevillkoret y (o) = 0 ger
(124)
som insatt i Ekv. 123 ger
Sambandet Fs = ky ger då
k
Fs = 2 F0 (1 - e Z )
(125)
(126)
Den reflekterande vågen kan enligt Ekv. 120 tecknas
Fs Fo
som insatt i Ekv. 126 ger
k
Fr = F0 (1 - 2 e Z )
(127 a)
(127 b)
Ekv. 127 gäller under den tid initialvågen F0 påverkar spetssnittet. Spetskraf­
ten vid tidpunkten t0 betecknas Fs max, dvs
s.max 2 F0 (1 - 2 e
k
~z
(128)
Spetskraftens variation med tidsrymden 0 < t < t0 visas i F IG. 22 b.
Som framgår av formel 126, 128 och F IG. 22 b gäller — 2 F0 $ F$ $ 0 vilket 
är i överensstämmelse med vad som redovisats tidigare.
Vid tidpunkten t = tQ då Fj språngvis minskar till värdet noll ändras spets­
snittets rörelsetillstånd i den antagna modellen momentant eftersom tröghets- 
effekter inte medräknats. För denna rörelse gäller med hänvisning till Ekv. 120 
jämviktsekv.
(129)
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eller
k'y = Zÿ (130)
där k'kan antas ha ett annat värde än k, seFIG.22a. Ekv. 130 kan förenklas 
till
(131)
Denna ekv. har lösningen
k'
y = C, e” Z t1 (132)
där t-| betecknar tidpunkt utgående från t0. För ti = 0 gäller y = y max 
som medför att
k'
------- -- t-j
y = y max e ^ (133 a)
Insättning av sambandet Fs = ky ger slutligen
dvs en exponentiellt avtagande vågfunktion, se F IG. 22 b.
(133 b)
I F IG. 22 c har den reflexvåg som motsvarar en rektangulär våg inritats. Man 
observerar att en initiell dragreflex teoretiskt alltid erhålles, vilket också inses 
från jämviktsvillkoret Fr = — F0 för t = 0. För t = tQ erhålles Fr = Fs max, 
dvs reflexvågen ökar språngvis till samma belopp som spetskraften då »belast­
ningen» av initialstötvågen F0 upphör.
2.4.3 Linjärt ökande initialvåg
Som nämnts tidigare förekommer en vertikal vågfront aldrig i verkligheten. Som 
en illustration till inverkan av en vågfronts lutning studeras därför nu hur spets­
kraften för en spetsfjädermodell av ovan angiven typ varierar med en vid en 
initialvåg med linjärt ökande intensitet dvs
Fj = q • t
där q är en konstant som har dimensionen kraft/tid, se FIG. 23 a.
(134)
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FIG. 23 a. Linjärt ökande initialvåg , 
motsvarande spetskraft
Insättning av Ekv. 134 i Ekv. 122 ger
Homogen lösning är yj_| = e 
ansatsen
y = a-| t — 32 
* Ÿ = a1
k
^ a-j -I—— (a i t +a2 ) ~
' - 0, 307 q
1m = 0,693 -t-
FIG. 23 b. Motsvarande reflexvåg
(135)
Den partikulära lösningen erhålles ur
(136 a) 
(137 b)
— (138 c)
Identifiering ger
som ger a-j 2q u —— och ao =
k- ^
(139 d) 
(139 e)
vilket ger partikulärlösningen
yP
2 q t 2qZ
k2k
(140)
Detta ger
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y = yH + Yp = cie +
2 q t 2 q Z
(141)
Begynnelsevillkoret y (o) = 0 ger då C-] = ——- som insatt i Ekv. 125 med 
beaktande av att Fs = ky och efter förenkling ger
(142)
Den reflekterade vågen Fr kan beräknas enligt uttrycket Fr = Fs — Fj som efter 
insättning av Ekv. 134 och 142 samt förenkling ger
(143)
Som framgår av Ekv. 143 existerar ett extremvärde för den reflekterade vågen 
för en tidpunkt > 0.
Derivering av Ekv. 142 ger
dF, o ~T —— = — 2 q e L -Fq
dt
(144)
dfs
dt
0 ger e ^
eller
(145 a)
(145 b)
Insättning av Ekv. 145 b i Ekv. 143 ger efter förenkling
q Z , q zFr,min = ^ < I - In 2) *^ - 0,307
k
(146)
Motsvarande reflexvåg har utritats i FIG. 23 b. I likhet med fallet rektangulär 
initialvåg erhålles som framgår av figuren även här en dragreflex vars intensitet 
kan beräknas enligt Ekv. 146, under förutsättning att den förutsatta initialvåg- 
approximationen är giltig för den tidsrymd Ekv. 145 b anger.
2.4.4 Sinusformad initialvåg
För det fall initialstötvågen approximeras med en sinusfunktion
Fj = F0 sin a t (147)
kan motsvarande spetskraft och reflexintensitet beräknas på i princip samma sätt
FIG. 24 a. Sinusformad 
initialvåg.
FIG. 24 b. Motsvarande 
spetskraft.
FIG. 24 c. Motsvarande 
reflexvåg.
som visats ovan. Insättning av Ekv. 147 i Ekv. 122 ger 
k 2
ÿ + — y = — F0 sin 7 t (148)
Partikulär lösning erhålles genom ansatsen
yp = a-) sin 7 t 4-a2 cos 7 t (149)
som efter derivering, identifiering, insättning och förenkling tillsammans med 
den homogena lösningen ger
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y
-ßt
C-j e
2F0
z(h~)
7 t — cos
k
dar ß = — .
Begynnelsevillkoret y (o) = 0 ger efter insättning och förenkling
(150)
2 F,
a
-t- 1
/ -ßt
le + asm y t — cos7t
där a = l
7
och ß
k
z~ '
(151)
För reflexvågen erhålles uttrycket
Fr = Fs — F0 sin 7 t (152)
Initial-, spets- och reflexvåg illustreras i F IG. 24 a — c. Även i detta fall uppkom­
mer en dragvågreflex vars storlek och varaktighet kan beräknas ur Ekv. 152.
2.4.5 Varierande initialvåg
Den visade tekniken för beräkning av spets- och reflexkraft kan givetvis tillämpas 
även för andra initialvågformer, exempelvis triangulära och exponentiella våg­
approximationer. För mer oregelbundet varierande initialvågor, F IG. 25, kan 
Ekv. 122 lösas numeriskt genom att hastigheten ÿ approximeras med differens­
kvoten
ÿn - 1 ~ Yn + 1 ~ Y° ; n = 1,2 .. . (153)
Insättning i Ekv. 122 ger rekursionsformeln
Vn + 1 -Vn 
At
som kan förenklas till
(154)
4-07
(155a)
1 / 2Fi,n + 1At
kAt Vn Z
som är den impiicita differensekvation som motsvarar Ekv. 122. Den implicita 
formen är att föredra framför den explicita, som tecknas
Vn-M 0 k At\-y-K
At
(155 b)
Motsvarande spetskraftintensitet beräknas sedan ur uttrycket
Fs,n + 1 ~ k Vn + 1 (156)
Reflexvågintensiteten erhålles ur sambandet
Fr,n -f 1 Fs,n + 1 Fi, n + 1
FIG. 25. Oregelbundet varierande initialvåg.
(157)
Den implicita formen för differensekvation, Ekv. 155 a, är stabil om tidssteget At 
uppfyiler villkoret
At ? 0 (158)
medan den explicita formen kräver
0 « At s; (159)
för stabilitet.
Ett valt tidssteg är godtagbart då en måttlig ökning eller minskning av detsamma 
inte resulterar i någon signifikant skillnad i beräknad spetskraftvariation. Värdet 
på tidssteget A t beräms därför säkrast från fall till fall med hjälp av jämförande 
beräkningar.
2.4.6 Inverkan av visköst spetsmotstånd
Som nämnts ovan är den antagna enkla fjädermodellen av pilspetsen en approxi­
mation. I likhet med andra material är jords och bergs deformationsegenskaper 
beroende på töjningshastigheten vilken i det aktuella fallet indirekt kan uttryckas 
i vågfrontens branthet. Eftersom vi arbetar med vågor som i många fall har mycket 
kort stigtid, är det berättigat att ställa frågan i vilken omfattning närvaron av en 
hastighetsberoende motståndskomponent har på det dynamiska kraftspelet vid en 
på I spets.
Fr
ky
îfiîay T
77T
Fs
FIG. 26 a. Visköst spetsmotstånd. FIG.26b. Rektangulär initialvåg.
Närvaron av en viskös motståndsfaktor som resulterar i spetsmotståndskompo- 
nenten r? ÿ visas schematiskt i FIG. 26 där spetsfjädern kompletterats med en 
»stötdämpare». Samtidigt med kraften r) ÿ verkar då fjäderkraften k y. Jämvikts- 
ekvationen för spetsen lyder följaktligen
ky — rjy = Zx -t- Z (x — ÿ) 
som kan förenklas till
(160)
2Fi 
Z 4- 17
(161)
En jämförelse med Ekv. 122 visar att Ekv. 122 ovh 161 blir identiska om 
faktorn Z + r? i Ekv. 161 ersätts med faktorn Z. Den enkla fjädermodellen 
kan därför under spetsreflexionens första fas användas även till att representera 
en pålspets där visköst motstånd existerar under förutsättning att pålimpedan- 
sen Z enligt Ekv. 122 ökas med beloppet t;.
Inverkan av rç’fo visas schematiskt i FIG. 26, där en rektangulär initialvåg 
med intensiteten F0 och varaktigheten tQ valts som exempel. Då gäller enligt 
tidigare beräkningar
y
som ger
Ÿ
2 F0 
Z + T1
k
-=----- 1Z + T]
(162)
(163)
Den viskösa spetsmotståndskomponenten blir då
Fs,, = 2 F0
och den elastiska
y Z + T} 
e
• t
Z + 77
(164)
Fsk = 2F0 ( 1 -e
Z + y
(165)
vilket ger den totala spetskraften vid slagningen Fs = Fs — Fs k
k
■ f\
F - 2 Fn ■ 1 Z e
s 0 \ Z-Ft?
Zft; ) (166)
Vid en efterföljande statisk pålastning antages r\ = 0. Förhållandet mellan slag- 
spetskraft och statisk spetskraft kan då tecknas
K = k y +1? ÿMT“ = 1
v ÿ
ky
(167)
Av Ekv. 167 framgår att närvaron av ett visköst motstånd kan leda till en över­
värdering av en påles statiska spetsbärförmåga om slagspetskraften används som 
bärighetskriterium.
2.4.7 Övriga faktorer som inverkar på spetsförhållanden
Vid de stora accelerationer som är aktuella vid en stötvågsbelastad pålspets 
inverkar även den kring pålspetsen omgivande jordens massa som en spetsmot- 
ståndskomponent som endast existerar under slagningen och ej under efterföl­
jande statisk pålastning.
De ovan angivna parametrarna, den statiska fjäderkonstanten k respektive den 
dynamiska motståndskoefficienten tj, är i verkligheten, beroende på icke-linjära 
materialegenskaper och geometriskt betingade olinjäriteter, (vågutbredning i 
jorden) ej konstanta utan varierar med deformations- och spänningsnivå. De 
gjorda förenklingarna klarlägger dock viktiga delar av det principiella kraftspelet 
vid pålspetsen under slagningen och ger dessutom med lämpligt val av faktorn k 
i många fall resultat som är tillräckligt noggranna för direkt praktiskt bruk.
2.5 Samband mellan permanent nedträngning och spetskraft
2.5.1 Energisamband
En faktor som är lätt att mäta vid pålslagning är pålens permanenta sjunkning 
för ett antal slag, se Lowery m fl (1968, 1969), Forehand och Reese (1969), 
Broms och Heilman (1970). Man har därför strävat efter att uppställa samband 
mellan kvarstående nedträngning (s) och spetsbrottlast (Fg). Antages pålen stel 
och jorden kring pålen idealplastisk, se FIG 27 a, erhålles därvid, om en fallhejare 
med tyngden Q får falla sträckan h, energisambandet
s Fb = Qh (168)
som ger
(169)
Q
h F
ss
FIG. 27 a. Energisamband, fallhejare.
I verkligheten kan självfallet inte all energi från ett slag tillgodogöras för perma­
nent nedträngning. Exempelvis åtgår energi för elastiska deformationer, våggene- 
rering i omgivande jord, etc. Direkt tillämpning av Ekv. 169 ger därför principiellt 
en överskattning av pålens statiska spetsbrottlast. För praktisk användning brukar 
därför formel 169 förses med olika slag av reduktionsfaktorer vilket resulterar i 
ett stort antal pålformler, som var och en har sina för- respektive nackdelar.
Ytterligare en felkälla i detta betraktelsesätt ligger i antagandet att jorden uppför 
sig idealplastiskt. En bättre anpassning till verkliga förhållanden erhålles om 
istället ett eiastoplastiskt kraft-rörelsesamband antages, se FIG. 27 b. Spetsens 
rörelse antages här linjärelastisk till dess flytlasten Fg uppnås.
Fast lagring (alt, hög belastningshastighet s
Antaget idealiserat samband
Avlastning
Sättning
Kvarstående satining
FIG. 27 b. Elasto-plastisk jordmodell.
Det verkliga last-deformationssambandet beror i hög grad på jordens lagringstät­
het som indikeras i FIG. 27 b. Den antagna modellen kan anses representera ett 
mellanting mellan de deformationsegenskaper som sammanhänger med fast 
respektive lös lagring för jorden vid pålspetsen. Det antas vidare att Fß verkar 
mot pålspetsen. Med hänvisning till FIG. 27 b gäller
F = ks ; 0 < s < sB (170a)
F = FB ; s ^ sB (170 b)
Då en initialvåg Fj anländer till pålspetsen kommer spetskraften Fs att öka 
successivt varvid jorden vid spetsen fjädrar ned elastiskt enligt FIG. 27 b. Om Fj 
är tillräckligt stor och varaktig uppnås spetsflytlasten FB och en plastisk spets- 
nedträngning initieras. Den plastiska rörelsen upphör då Fs sjunkit till FB, och 
en elastisk återfjädring vidtar. Återfjädringsdelen är vanligen av mindre intresse. 
Det sökta sambandet avser istället hur den permanenta nedträngningen ( s ) sam­
manhänger med spetsflytlasten (Fg).
För den plastiska nedträngningsfasen kan man uppställa energivillkoret
Fg s = Wj — Wr (171)
som anger att skillnaden i den energi (Wj) som anländer till pålspetsen och den
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som reflekteras därifrån (Wr) motsvarar nedträngningsarbetet (Fgs). Om tiden 
då plastisk nedträngning pågår betecknas T gäller enligt Ekv. 114
T
O
och
T
Wr = -1 J Fr2dt (173)
O
Insättning av Ekv. 172 och 173 i Ekv. 171 ger efter förenkling
T
1 C 2 2
Fgs = — j (Fj ~ Fr ) dt (174)
0
Under den plastiska nedträngningsfasen gäller vidare jämviktsekvationen
fB = Fi + Fr (175 a)
som ger
Fr = fB - Fi (175 b)
Uttrycket under integraltecknet i Ekv. 174 kan därför skrivas
Fi2 - <FB-Fi )2 = FB ( 2 Fi - fb> (176>
som insatt i Ekv. 174 efter förenkling då Fg antages ha ett konstant värde, skilt 
från noll, ger
T
s = ~Y 5 (2 Fi - fb> dt 
0
(177)
Med Substitutionen 
T
Y = J ( 2 Fj - Fg) dt 
O
(178)
erhål les
(179)
Innebörden av Ekv. 178 illustreras i FIG. 28. Mot ett visst värde på spetsflyt- 
last Fb svarar en viss permanent nedträngning s enligt den högra delfiguren. 
Om motsvarande samband F g (s) approximeras med en linjär funktion erhålles
FIG. 28. Samband mellan spetskraft och permanent nedträngning.
med hänvisning till FIG. 28
Fß 1=3 2 Fj^nnax ks ■ s (180)
där ks = en konstant som beror bl a av initialvågens form.
2.5.2 Exempel, rektangulär initialvåg
Som ett exempel genomföres en beräkning av samband mellan spetslast och per­
manent sjunkning vid rektangulär våg med intensiteten F0 och varaktigheten t0, 
se FIG. 29. Elastisk ned- och återfjadring antages lika.
FIG. 29. Samband mellan spetskraft och permanent nedträngning vid rektangulär 
initialvåg.
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Om nedträngningen under avlastningsfasen försummas erhålles enligt FIG. 29
T = - h (181)
där t-| kan beräknas enligt formel 126 som lyder
Fs = 2 F0 (1 -e
k
_T't
((126))
Med Substitutionen
; FB ^ 2F0 (182)
erhilles då efter förenkling 
Z
ti1--------- k
som insatt i Ekv. 181 ger
In a (183)
T = t0 + — ina (184)
Ekv. 177 ger
* = 4 J (2Fo-FB> dt = (2 F0 - Fb) -L 
0
eller med användande av Ekv. 182
2F0 T
(185)
Insättning av Ekv. 184 ger
2 F0 a z
s = ----- r— (tQ + — Ina)Z u k
(186)
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som förenklas till
s 2 Fo a ( to
Z
-F
Ina
T' (187)
Funktionen In a visas i FIG.30asomen funktion av förhållandet
Vid stoppsiagnmg varierar ofta kvoten —— enligt utförda mätningar mellan 
_ FR
ca 1.0 a 1.3. Fjäderkonstanten k beror ° bl a av pålens diameter (Barkan, 1962), 
men är för hård morän och berg av storleksordningen 10® à 10I 2 kN/m. Varaktig- 
hetstiden tQ för en initialvåg är ofta ca 1 ■ 10~® s medan impedansen Z för 
många typer av slanka stålpålar är ca 40 kNs/m.
f mm \
' b Kl 2
FIG. 30 a. Ina = f ( ——). FIG. 30 b. 0 100 mm stålpåle på berg.
I Ekv. 187 kan i vissa fall faktorn —— ibland försummas varvid efter förenkling 
erhål les *
I FB « 2Fo-
H
_l
(188)
som uttrycker ett linjärt samband mellan F g och s, jfr Ekv. 180.
I FIG. 30 b visas som exempel på tillämpning av stoppslagning med antagen 
fyrkansvåg samband mellan sjunkning och spetsbrottlast för en 0 100 mm homo­
gen stålpåle på berg eller hård morän, Bredenberg, Broms (1979). Hejaren anta- 
ges vara 2 m lång och ha samma tvärsnitt som pålen, vilket motsvarar Z = 320 kNs/m 
och tQ = 0,8 ms.
FIG. 30 b illustrerar en av nackdelarna med att arbeta med tillåten sjunkning som 
stoppkriterium: som framgår av figuren är den uppnådda spetskraften beroende 
av spetsunderlagets fjädringsegenskaper. Utöver denna felkälla finns också den 
tidigare nämnda risken för övervärdering av den statiska spetsbärförmågan beroen­
de på de viskösa och inertiella krafter som uppträder vid slagningen. En invänd­
ning mot en sådan kritik avseende tillämpning av tillåtna sjunkningsvärden är att 
egenskaperna för jord vid en pålspets i samband med stoppslagning kan antas 
variera inom relativt snäva gränser, vilket som framgår av FIG. 30 b medför att 
sambandet mellan sjunkning och statisk brottlast varierar relativt lite så länge 
som samma slagförfarande tillämpas.
2.5.3 Olinjärt samband mellan kraft — rörelse för pålspetsen
Som illustrerats i FIG. 28 har vid härledning av samband mellan spetskraft och 
permanent penetration ovan antagits ett linjärt elastoplastiskt kraft—deforma- 
tionssamband. Det verkliga kraft—rörelsesambandet för en stötvågsbelastad pål­
spets kan dock antas ha ett olinjärt förlopp. Som exempel visas i FIG. 31 sam­
band som föreslagits av Cummings (1940).
FIG. 31. Schematisk relation mellan spetsrörelse (y) och spetskraft (F$) under 
ett slag, efter A.E. Cummings, 1940.
Spetsens kraft—rörelsesamband för ett hejaranslag kan även uttryckas med hjälp 
av initialvågen Fj och den reflekterade vågen Fr Ekv. 120 och 121 (sid.42) ger 
med bibehållande av beteckningar
Fr = Z (x — ÿ) (189)
Eftersom Fj = Zx erhålles
ÿ = -y- ( Fj - Fr) (190)
Integration ger för tidsrymden t-| —t2:
1 t2
y = _ ^ (Fj — Fr) dt 
*1
(191)
För specialfallet fri spets dvs Fr = — Fj erhålles
vilket är i överensstämmelse med Ekv. 118.
3 MODELLFÖRSÖK
3.1 Försöksutrustning
För att experimentellt undersöka giltigheten av teoretiskt beräknade uttryck för 
stötkrafters storlek och fördelning samt för att skaffa underlag för val av lämplig 
utrustning och metodik för fortsatta försök utfördes en serie slagförsök på en 
modellpåle. Försöksutrustningen visas i FIG. 32.
jj—St-öl hejare
Fallhöjd 
— Dyna
___I Model l påle
Istål 25
<1000
Transient
recorder
Kompensations- Matning, 
givare balansering
Stål bock, 65 kg , 160-140x370
FIG. 32. Försöksutrustning, principschema.
Till en modellpåle av stål SIS 2172 limmades 2 aktiva töjningsgivare. Givarna 
kopplades i fullbrygga med 2 passiva givare i © . Balansering samt strömförsörj­
ning av bryggan ombesörjdes av potentiometer och DC-anslutning © . Den er­
hållna signalen förstärktes och lagrades i en transient recorder @. Tiden under 
vilken registrering skedde kunde varieras och valdes i allmänhet så att en initial­
våg och den efterföljande reflexvågen för ett slag med hejaren samplades. Resul­
tatet kunde studeras på en skärm på transient recordern och föras ut till en X—Y- 
skrivare © , där uppritning på mm-papper skedde.
Vjdförsöken användes två olika typer av hejare, se FIG. 33.
500
/25
y 123
L&ngsmal hejare Massiv hejare
FIG. 33 a. Använda hejartyper, stål.
Vidare användes clika typer av mellanlägg vid modellpålens över- och underkant 
Modellpålen stod vertikalt och stöttades i två punkter mot en vägg. Under pålen 
fanns ett 65 kg stålblock. Den långsmala hejaren löpte i en gejder som utgjordes 
av ett plexiglasrör med en innerdiameter 0 42 mm. Hejaren centrerades i styr­
röret med hjälp av 6 st pålimmade 0 2 mm distanshalvsfärer. Hejaren lyftes med 
hjälp av en tråd fäst i överytan. Den massiva hejaren styrdes genom en smal stål­
sticka som fästes i en fördjupning i modellpålens överyta och som löpte genom 
ett centriskt 0 2 mm hål i hejaren. Vid några försök snittades pålen varefter en 
massiv stålcylinder svetsades fast mellan delningssnitten för att inverkan av en 
punktmasseskarv skulle efterliknas. I FIG. 34 redovisas ytterligare uppgifter om 
försöksutrustningens olika komponenter.
FIG. 33 b. Foto av försöksutrustning.
Töjningsgivare:Shova typ Nil—FA—5—11, längd 5mm, resistens 120 .
Balansering och matning
c^ivo. et
Transient recorder:Fabrikat Data Lab DL 905, frekvensrespons DC
3MHz, impedans lMiïl
Kabel : Skärmad 2-ledare, längd ca 5m, ledningsresistens ca 0,01^Vm 
Modellpåle:0 25mm
FIG. 34. Mätutrustning.
3.1.1 Mätsystemets noggrannhet
I vilken utsträckning förändras den signal som stötvågen vid givarna i pålen mot­
svarar då den passerar kedjan av komponenter i försöksutrustningen för att slut­
ligen ritas upp på :<—y-skrivaren? Denna typ av problemställning beaktas sällan 
vid användande av elektrisk mätteknik på försöksobjekt av aktuell typ. Att utvär-
dera resultat och att dra slutsatser från försök utan kännedom om storleken av 
mätfelen är dock givetvis vanskligt och principiellt felaktigt. I särskilt hög grad 
gäller detta vid dynamiska mätningar med resistiva töjningsgivare där mycket 
små och kortvariga resistansändringar skall detekteras, förstärkas, transporteras 
och registreras.
3.1.1.1 Töjningsgivare
Den första i kedjan av komponenter är töjningsgivarna. Här skall töjningsvågen i 
stången via en skjuvvåg i limskiktet och bärfolien påverka givartrådarna. Respons- 
tiden kan uppskattas till ca 2 ■ 10”' s, vilket knappast påverkar mätresultatet, 
se FIG. 35 a. Även givarlängden inverkar. Tiden ( tq ) för en puls att röra sig över 
givarlängden (Ig) är y
där c = longitudinell våghastighet i mätkroppen.
Givaren registrerar medeltöjningen över sin längd lg. En vertikal vågfront korm 
mer därför att registreras som lutande. För lg = 1 cm erhålles stigtiden topp - 
botten för en ursprungligen plan vågfront = 0,01/5100 = 2 • 10”6s, se FIG. 35 b. 
Är givarlängden kortare än våglängden blir den registrerade amplituden mindre än 
den verkliga.
Registrerad front 
Verklig front\/Ån f rnnf
Skjuvvögfront
Tryckvôgfront
FIG. 35 a. Inverkan av lim-och FIG. 35 b. Inverkan av givarlängd, 
folieskikt.
3.1.1.2 Kabel, bygga och balanseringskrets
För frekvenser upp till ca 10 kHz kan en kabel ( < 100 m) efterliknas med RC- 
länken (lågpasslänk) i FIG. 36. Stigtiden tr = t1n% -*tqno/ är ca 2,2 T där 
tidskonstanten t beräknas ur uttrycket
T = RC
För den använda kabeln uppmättes Rk = 0,01 n/m och C = 100 pF/m. I fak­
torn R för beräkning av tidskonstanten skall även ingå den inre resistansen i käl­
lan som levererar Ujn. Stigtiden kan också beräknas ur lågpasslänkens övre
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/Ujn »"vertikal" v&gfront
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Uut=Uln (l-e_T )/'
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t
FIG. 36. Kabelekvivalent.
gränsfrekvens fg (3 dDB-punkten)
0,35
där fg
1
2 TT T
3.1.1.3 Transient Recorder (TR)
Stiqtiderna från flera kaskadkopplade steg adderas kvadratiskt. Tillföres TR en 
signal med stigtiden ts avläses därför på TR-skarmen stigtiden tav) som kan be 
räknas ur uttrycket
Beräknad Uuf
Uppmätt Uvt
Fl G. 37. Kretsekvivalent.
Hela mätkretsen kan efterliknas med schemat i FIG. 37. Motsvarande beräknade 
signalfördröjning visas i samma figur.
Ett för praktiskt bruk vanligt alternativ till beräkning av en signals distortion da 
den passerar en kedja mätkomponenter är att påföra systemet en kand signal i en 
mätpunkt och sedan ta ut den i en observationspunkt och studera hur den forandrats.
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Vid givaranslutningarna (FIG. 32) infördes därför en rektangelvåg med hjälp av 
en analog funktionsgenerator, varefter signalen sedan plottades på x—y-skrivaren. 
Överensstämmelsen mellan beräknad och uppmätt distortion är som framgår av 
FIG. 37 god.
Sammanfattningsvis finner man att det använda mätsystemet ökar stigtiden med 
högst ca 0,01 ms vilket för aktuella stigtider motsvarar ett fel som maximalt är 
ca 2,5%. Vidare finner man att vågkomponenter med större frekvens än ca 100 kHz 
inte kan registreras med det aktuella försöksarrangemanget.
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FÖRSÖKSRESULTAT, UTVÄRDERING
4.1 Initialstötvågor
I F IG. 38 visas de olika initialstötsituationer som undersökts experimentellt. 
Vid respektive figur har också skisserats motsvarande teoretiska samband för 
stötkraftintensitet som härletts i avsnitt 2.2.
□
7'rrrr 777/ /' ~77~r77
4.11 4.12 4.13
FIG. 38, Undersökta initialstötvågor.
I
4.14 4.15
4.1.1 Lika hejare och påle, ingen dyna
Med förenklade antaganden erhålles här teoretiskt en rektangulär stötvåg vars 
form ej förändras vid passagen genom pålen. I FIG. 39 visas ett representativt 
slagförsök med noggrant centrerad hejare och påle. I figuren har också inritats 
den rektangulära våg som motsvarar den förenklade longitudinella stötvågsteorin. 
Orsakerna till avvikelserna mellan uppmätta och beräknade värden har behänd- 
lats i föregående avsnitt.
Från figuren framgår att svängningarna kring intensiteten Fj = — Z till en bör­
jan har karaktären av en dämpad sinusfunktion. Då något mer än approximativt 
halva pulstiden förflutit bryts denna regelbundenhetigenom överlagring av sväng­
ningar med högre frekvens.
För det aktuella försöket gällde följande data
L
h
= Zn = ------ = 2,0 • 104 Ns/mp c
= 0,5 m 
= 0,55 m
= \f 2 gh = 3,3 m/s
2L
= —= 0,20 ms 
v 
2
■ Z = 33 • 104 N (3,3 ton)
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Hejare/ 25
Pâle / 25
0^
4“-
Z = * 2.0 -104 Ns/n
5 m
Fj(kN)
Beräknad våg 
Ekv 31
Uppmätt våg
0,3 t (ms)
FIG. 39. Lika hejare och påle, Z^ = Zp.
utläsa följande:Ur FIG. 39 kan man
Stigtid (10% ->-90% )
Pulslängd
Falltid
Pulshöjd
Översväng
Bakkantssväng
= 16 ps 
= 0,19 ms 
= 16 ps
= 33 • 104 N (3,3 ton)
= 0,6 ■ 104 N 
= —0,2 • 104 N (Dragning)
IVIaximajt uppmätt stötkraftsintensitet var ca 3,9 ■ 104 N (3,9 ton). Den totala 
tiden från pulsstart till första maximum är enligt figuren ca 30 ps. Om ökningen 
approximativt betraktas som linjär motsvarar detta en ökninqsfaktor a enliat 
Ekv. 134.
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3,9 • 104 
30 ■ 10~6
1,3 ■ 109 N/s
Beräknas istället q för interval let 10% — 90% erhål les q ^ 1,6 ■ 109 N/s.
Framkantsvängen medför att den uppmätta maximala stötkraftintensiteten är 
ca 18% större än den som erhålles med den förenklade teorin. Motsvarande teore­
tiskt beräknade förhållande vid stöt mellan två långa likadana stänger är på stort 
avstånd från stötsnittet ca 30%, se F IG. 12. Den stigtid som kan beräknas med 
hjälp av FIG. 12 för det aktuella försöket är ca 9 ps, vilket, tillsammans med 
oundvikliga ojämnheter i anslagsytor och tidigare diskuterade signalförändringar 
i mätapparaturen, är i överensstämmelse med det visade mätresultatet.
Sammanfattningsvis visar försöken med lika hejare och påle
1) Att ca 20% större maximal stötintensitet än den som
v
erhålls enligt uttrycket Fj = — Z erhölls (»översväng»)
2) Att vågfrontens stigtid var ca 16 ps (från noll till 
max ca 30 jus)
3) Att även en dragspänning erhålls i slutet av initialvågen 
(bakkantsvängen, ca 7% av Fj enligt ovan)
4) Att stötkraftintensitetens medelvärde och stötpulsens 
längd med god approximation gavs av uttryck härledda 
ur den förenklade teorin där endast logitudinell vågut­
bredning beaktas.
4.1.2 Stel hejare, ingen dyna
I FIG. 40 visas resultatet av slagförsök med den »massiva» hejaren utan någon 
dyna på pålhuvudet. För det visade slaget gällde:
Hejarens massa 
Fallhöjd
Anslagshastighet 
Z påle
m = 6,91 kg 
h = 0,20 m 
v = 1,95 m/s 
= 2,0 • 104 Ns/m
Enligt formel 48 erhålles en exponentiellt avklingande våg:
- — ■ t - 3,25 ■ 10 t
Fj (t) = v Z e m = 3,9 • 104 e
I FIG. 40 har inritats dels den uppmätta, dels den beräknade stötvågen. Man fin­
ner att den maximala stötkraftintensiteten uppträder med en viss fördröjning och
att maximalvärdet är mindre för den uppmätta vågen än för den som erhålles 
från Ekv. 48. Ur F IG. 40 erhålles
1,95 ■ 104 
0,4 • 10~3
= 5 • 107 N/S
Stigtid 10%-90% « 0,4 ■ 10 3 s
Det uppmätta maximalvärdet (24,6 kN) är ca 35% mindre än det beräknade 
(39 kN). Förklaringen till avvikelserna ligger dels i förhållandet att , till 
skillnad från vad som förutsatts vid härledningen av Ekv. 48, har p 
ett ändligt värde (ZH/Zp « 25), dels i ojämnheter i anslagsytorna, vilka i prin­
cip kan anses fungera som en styv dyna, jfr Ekv. 66.
Skillnaden mellan beräknad och uppmätt våg (område AW i F IG. 40) represen­
terar approximativt den energi som förlorats vid anslaget, eftersom överensstäm­
melsen mellan uppmätt och beräknad våg för t >0,15- 10 s är mycket god. 
Man kan uppskatta AW med hjälp av numerisk integration genom omformning 
av Ekv. 172:
W| ■ t i pi2 dt 
0
Numerisk integration ger
1 n 2 
AW, = — A t 2 A Fj
Z j = l
som med n = 17 och At = 10®sger
AWj ~ 1,3 Joule (Nm)
Samtidigt gällde
W = mgh = 6,91 • 9,815 ■ 0,2 = 13,8 Joule
dvs storleksordningen ca 10% av hejarens kinetiska energi just före anslaget kan 
antagas övergå i värme under initialskedet av stöten, vilken totalt varade ca 1,2 ms.
Sammanfattningsvis visade slagförsöken med »massiv» hejare
1 ) att uppmätt maximal stötkraftintensitet var ca 25 â 30% 
mindre än den som beräknas enligt Ekv. 48,
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2) att kraftökningskoefficienten q enligt Ekv. 134 var av 
storleksordningen 5 • 10^ N/S,
3) att en 10% av hejarens rörelseenergi före anslaget över­
gick i värme under stötens initialskede,
4) att Ekv. 48 (massiv hejare, = °° ) ger god överens­
stämmelse mellan uppmätta och beräknade stötkrafts- 
intensiteter för tidpunkter större än den som motsvarar 
maximalt uppmätt stötkraftintensitet.
'Beräknad (Ekv 48) 
\ / Uppmätt
V - yffgh =1.95 m/s
FIG. 40. Initialvåg vid stel hejare utan dyna.
4.1.3 Stel hejare, elastisk dyna
Samma »massiva» hejare (6,15 kg) som vid föregående försök (4.1.2) användes. 
Som dyna monterades på modellpålhuvudet en eller flera 2 mm tjocka 0 25 mm 
brickor av hård plast. Plastbrickornas kraft-deformationsegenskaper för »lång­
samt» påförande av belastning studerades med hjälp av kompressionsförsök var­
vid den maximala kraften var ca 12 kN.
Som väntat var krypningen (rörelsen vid konstant last) relativt stor varför rörelsen 
för en viss belastning registrerades omedelbart efter lastens påförande. Resultatet 
av ett sådant belastningförsök med 3 brickor visas i F IG. 41. I samma figur har 
också inritats fjädringsfaktorn k som funktion av kraften F.
Sammantryckning
k = 1 ■ 107 kN/m 
motsvarar 
k - 3-107 kN/m 
för en bricka)
FIG. 41. Belastningsförsök på plastbrickor.
Faktorn k har beräknats som förhållandet mellan kraft och deformation för 
respektive laststeg. Som framgår av FIG. 41 är kraft—rörelsesambandet markant 
olinjärt. För en bricka blir k-värdet 3 ggr större än värdet i FIG. 41 som avser 
3 brickor. Slagförsöken utfördes med 1, 2 respektive 3 brickor. Om fjädrings­
faktorn som en grov approximation antages motsvara den som gäller vid kraften 
5 kN, vilket kan anses representera storleksordningen för genomsnittsvärdet av 
stötkraften för försöken, blir motsvarande värden för k enligt FIG. 41 
ca 3 ■ 107, 2 ■ 107 respektive 1 • 107 N/m (1, 2 respektive 3 brickor).
Som framgår av Ekv. 63, som gäller för de aktuella försöket 4.1.3, varierar beräk 
nade stötförhållanden (intensitet, stigtid etc) endast måttligt för mindre varia­
tioner i k-värde. Vid slagförsöken, där belastningshastigheten överstiger den vid^ 
kompressionsförsöken med flera tiopotenser, kan man dock vänta att värdet på 
k är väsentligt större än vad som redovisas i FIG. 41.
Det kan vidare nämnas att Ekv. 63 härletts under antagande om linjära fjädrings- 
egenskaper hos dynan, medan F IG. 41 visar ett olinjärt samband mellan kraft 
och deformation. Det är emellertid rimligt att antaga att kraft-rörelsesambandet 
blir alltmer linjärt med ökande belastningshastighet, jfr FIG 41. Sammantaget 
medför dessa förhållanden att Ekv. 63 kan väntas ge en god bild av stötförloppet 
med ett värde på k som är högre än de »statiska» värden som redovisas i FIG. 41. 
Som framgår av den fortsatta redogörelsen för försöken är också detta fallet.
Resultaten av stötförsöken visas i FIG. 42 a, 42 b och 42 c. Fallhöjden var 
ca 10cm vilket motsvarar anslagshastigheten ca 1,2 m/s. I FIG. 42 a-c redovisas 
uppmätta respektive beräknade värden. Värdet på k har bestämts med hiälo av 
Ekv. 65;
t — tan ( — )
w a
((65))
där t - tid för maximal stötkraftintensitet. Omformning av Ekv. 65 ger 
-1
f (k) = tan ( —) - t co
a
där
k
— ; a 
m
Fj(kN) = 6.15 kg
^Beräknad (Ekv 63) 
/Uppmätt
Z= 2,0 • 10^ Ns/i
Fallhöjd = 10 cm 
Anslagshastighet = 1.2 m/s 
Dyna= 1 plasfbricka
FIG. 42 a. Stel hejare, elastisk dyna = 1 bricka.
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-6.15 kg
Uppmätt Z-2.0-IO4 Ns/m
Beräknad (Ekv 63)
Fallhöjd = 10 cm 
Anslagshastighet -1,2 m/s 
Dyna = 2 plastbrickor
t (ms)
FIG. 42 b. Stel hejare, elastisk dyna = 2 brickor.
m = 6,15 kgFi(kN)
Z = 2 ■ 104 Ns/m
Uppmätt
Beräknad (Ekv 63)
Fallhöjd= 10 cm 
Anslagshastighet=1,2 m/s 
Dyna = 3 plastbrickor
FIG. 43 c. Stel hejare, elastisk dyna = 3 brickor.
f (k> = 0 bestämdes med intervallhalveringsmetoden. Erhållna resultat har sam 
manfattats i tabell:
TAB. 2. Sammanställning av resultat, stel hejare, elastiska dynor.
k ( beräkn) N/m Fmax
(beräkn)
Fmax
(mätt)
Stigtid (s) q (N/S)
1 bricka 8,1 ■ 107 (7,5 • 107) 1,38-104 1,46 • 104 0,19 • 10“3 7,4 ■ 107
2 brickor 5,2 ■ 107 (6,1 ■ 107) 1,35 • 104 1,26 ■ 104 0,30 • 10“3 4,4 ■ 107
3 brickor 3,8 ■ 107 (3,7 • 107) 1,12 • 104
'3'oCN 0,36 • 10~3 3,7 • 107
En alternativ möjlighet att beräkna k är att minimera felfunktionen
(t>ma_h ~ F (t) j varvid förutsättes att F (t) är en dämpad sinusfunktion
enligt Ekv. 63. En sådan beräkning har utförts för varje försök och resultaten an­
ges inom parentes i tabellen ovan.
F (t) beräknad enligt Ekv. 63 med k enligt tabellen (k bestämd ur f(k) enligt 
ovan) har ritats in i FIG. 42 a—c. Som framgår är överensstämmelsen mellan be­
räknade och uppmätta värden mycket god. De små avvikelser som förekommer 
kan till stor del troligen förklaras av ofrivilliga variationer i anslagshastigheten, 
som i beräkningarna satts till 1,2 m/s för alla försök. Vidare har Zj_| ett ändligt 
värde, till skillnad mot vad som antagits vid härledningen av Ekv. 63. Ur tabellen 
FIG. 43 framgår att fjädringskonstanten k i medeltal var 3 gånger så stor vid 
slagförsöken som vid det statiska lastförsöket, jfr F IG.41. Skillnaden beror på att 
belastningshastigneten vid slagförsöken var avsevärt större än vid de »statiska» 
sammantryckningsförsöken enligt FIG. 41.
Sammanfattningsvis visar de utförda försöken
1 ) att formel 63 med god noggrannhet representerar initial­
vågformen för en massiv hejare och en elastisk, lätt dyna,
2) att värdet på fjäderkonstanten k bäst bestäms experimen­
tellt från fall till fall,
3) att stigtid och maximal stötkraftintensitet kan varieras 
genom val av olika dynor.
4.1.4 Elastisk hejare, elastisk dyna
I
FIG. 43. Elastisk hejare, elastisk dyna.
Initialvågfunktionen för hejare och påle med samma impedans och med en mel­
lanliggande elastisk dyna med liten massa visas schematiskt i FIG. 43. På samma 
sätt som var fallet vid hejare med annan impedans än pålen utan dyna (se av­
snitt 2.2.3.4 och 2.2.3.5) erhålles en diskontinuitet i initialstötvågen vid tid­
punkter som är heltalsmuitiplar av 2L/c, vilket indikeras i FIG. 43.
För den första fasen av stöten ( t $ 2L/c) motsvarar initialstötfunktionen den 
som gäller för en elastisk skarv, se avsnitt 2.3.3, dvs
2k t
Fj=F0(1— e Z (= ekv. 107)
där
För tidsintervallet 2L/c < t < 4 L/c kan Fj (t) beräknas med kvasistatisk metod 
på det sätt som tidigare redovisats. Partikelhastigheten i hejaren är dock till skill­
nad från vad som gällde vid avsnitt 2.2.3.4 och -5 ej konstant under tidsinterval­
let utan varierar exponentiellt. Insättning av aktuella begynnelsevillkor ger efter 
förenkling
där t-j = t —tQ (se FIG. 43)
och t0 = 2 L/c.
Analysen kan fortsättas för efterföljande tidsintervall 2L/c. Man finner att anta 
let termer växer snabbt med ökande antal intervall och att initialstötkraften 
successivt avtar exponentiellt mot värdet noll. Det kan nämnas att det aktuella
belastningsfallet liknar det som gäller vid den s k sklerometern, där en bergarts 
hållfasthet undersöks genom att en stålstav får falla longitudinellt mot en bergyta 
och studshöjden registreras, se Wijk (1979).
I FIG. 44 visas resultat av försök med 0 25 mm stålhejare, L = 0,5 m, som med 
0,5 m fallhöjd slås mot 0 25 mm stålpåle. En mellanliggande 4 mm tjock plast­
bricka utgjorde dyna.
Diskontinuiteterna vid slutet av jämna multiplar av tidsperioden tQ =2 L/c 
kan tydligt urskiljas i försöket. I det aktuella fallet var initialvågen av försumbar 
storlek efter tiden ca 4 tQ.
I FIG. 44 har beräknade värden enligt Ekv. 107 inritats. Som framgår av figuren 
ger Ekv. 107 med k = 8 • 10? N/m en god överensstämmelse med stötförloppets 
inledande del, medan den maximala stötintensiteten motsvarar endast approxi­
mativt hälften så stort värde för k. Skillnaden beror till övervägande del på 
plastbrickans/dynans ickelinjära deformationsegenskaper, se FIG. 41. Man kan 
också notera att maximal initialstötkraft är ca 56% av den som skulle erhållits 
utan dyna och att våglängden ökat.
Ekv 107, k=8-10 7 N/m
Uppmätt
Fallhöjd=0,5 m v=3,3 m/m 
Fq = ^ 33 kN
F, -Fo (I -k-- 107 N/mEkv 107,
FIG. 44. Elastisk hejare, elastisk dyna.
Elastisk hejare, stel tung dyna4.1.5
FIG. 45. Initialvig för elastisk hejare, stel tung dyna.
Fallet i FIG. 45 ovan har behandlats analytiskt i avsnitt 2.2.3.8. För 
0 < t < 2L/c gäller enligt Ekv. 74
Fi
ZH Zp 
ZH ^ Zp
ZH +Zp
M
(ekv. 74)
som med lika impedans för hejare och påle, dvs Z^
2 Z
Zp, ger
Fi =
vZ
(I
M
■ t
)
vilket överensstämmer med Ekv. 87, som avser transmitterad stötkraft Ft vid 
en punktmasseskarv på en påle.
I FIG. 46 visas resultat av ett experiment med följande parametrar:
v = 2,8 m/s (0,40 m fallhöjd)
Z = 2,10 Ns/m
t0 = 2L/c = 0,2 ■ 10~3 s
F_ = — = -2 ■ 104 = 3,1 ■ 104 N (3,1 ton)
0 2 2
Försöken utfördes med en dyna vars massa var 1,93 kg. Dynan hade formen av 
en kvadratisk stålplatta med tjockleken ca 2 cm. Kantmåttet var ca 7,4 x 7,4 cm. 
En dyna med denna utformning har en viss deformerbarhet under stöttiden, var­
för antagandet om ideellt stel dyna då endast är approximativt giltigt. Den beräk­
nade maximala initialstötkraftintensiteten utgör därför en övre gräns för den 
maximala stötkraft som uppkommer i verkligheten.
I FIG. 46 har den beräknade initialstötvågen enligt Ekv. 74 inritats. Som framgår 
av figuren är överensstämmelsen mellan beräknad och uppmätt vågform god. 
Förekommande avvikelser kan förklaras av ojämnheter i anslagsytor och viss 
eftergivlighet hos dynan.
F;(kN)
Uppmätt
Fallhöjd = 0,4 m v= 2,8 m/s 
F>'T-0--fn
o < t < 2 L /c
FIG.46. Tung dyna, massa = 1,96 kg.
4.1.6 Punktmasseskarv
FIG. 47. Punktmasseskarv, transmitterad våg.
För en punktmasseskarv, sådan som den indikeras i FIG. 47, gäller enligt 
avsnitt 2.3.2 för den transmitterade stötkraften Ft (t) för fallet lika hejare och 
påle (Z|_j = Zp) för tidsintervallet 0 < t < 2L/c
2 Z t
Ft = F0(l-e m ) (ekv. 87)
För avlastningsfasen t > 2L/c gäller approximativt
2 Z
Ft = Fmax e (ekv. 92)
I FIG. 48 visas resultatet av ett försök med en stålstång 0 25 mm med en påsvet­
sad punktmassa vars tyngd var 496 N (5 kg). Hejaren var av stål 0 25 mm, hejar- 
längd = 0,50 m, fallhöjd 0,40 m. Mätpunkten var här placerad ca 1 m under 
skarven. Initialstötvågen uppmättes 1,5 m över skarven.
I FIG. 48 visas resultatet av ett slagförsök. Som framgår av figuren är överens­
stämmelsen mellan uppmätt och beräknad transmitterad stötvåg god. Skillnaden 
kan förklaras av försummandet av skarvmassans tröghet vid härledningen av 
Ekv. 92. Den transmitterade stötkraften är mycket liten efter tiden 6 tQ.
I FIG. 48 har också initialstötvågen inritats. Som framgår i figuren är den trans­
mitterade vågens amplitud endast ca 74% av initialvågen amplitud. I det aktuella 
försöket medförde skarvmassan således dels en amplitudminskning, dels en våg­
längdökning. Förhållandet mellan skarvens massa och stångens massa per meter 
var ca 5,0/3,85 = 1,3.
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Z= 0, U m
F0 = 28 kN
Uppmätt våg
/ Beräknad våg {Ekv 87 och 92)
11 ms)
FIG. 48. Punktmasseskarv, 4.96 kg, 0 25 mm stålpåle.
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4.2 Spetsreflexion
Olika fenomen i samband med initialstötvågens reflexion vid en pålspets har 
tidigare behandlats i avsnitt 2.4. För specialfallet en rektangulär initialvåg erhålles 
beroende på spetsunderlagets fjädringsegenskaper någon av de reflexvågformer 
som visas i F IG. 49.
FIG. 49. Reflexvågform vid olika spetsunderlagstyvhet. Rektangulär initialvåg.
För en initialvåg som inte utgörs av en rektangulär våg och som ej är kontinuer­
ligt varierande kan reflexvågfunktionen beräknas med hjälp av numerisk integra­
tion, se Ekv. 155 a. I avsnitt 2.4.3, som behandlaren linjärt ökande initialvåg, 
visades att reflexvågens intensitet alltid initiellt är en dragkraft, se FIG. 50.
Reflexv&g
Maximal dragreflexampli
FIG. 50. Dragreflex vid oregelbunden initialvåg.
I en serie försök med en 6 m lång 0 25 mm stålstång registrerades initial- och 
reflexvågen mitt på stången. Som hejare användes dels en 0,5 m lång 0 25 mm 
stålhejare, dels den »massiva» hejare (6,15 kg) som beskrivits tidigare. Inverkan 
av olika typer av dynor och spetsunderlag studerades. Resultaten av dessa försök 
illustreras i FIG. 51 — 55.
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4.2.1 Försök I, spetsunderlag av stål
I det första försöket ställdes stålstången direkt på ett stålblock vars massa var 
ca 65 kg, se avsnitt 3.1, »försöksanordning». Underlagets fjäderkonstant (k) be­
räknades vara ca
kr« Ed = 2,1 - 1011 0,025 = 5,25 • 109 n/m (5,25 • 105 ton/m)
Ett så hårt underlag som stål förekommer inte i verkligheten som underlag för 
pilspetsar. Den reflekterade vågformen i försöket liknar mest figur II i FIG. 49. 
En vågreflex som motsvarar »oändligt»styvt underlag (figur I i FIG. 49) kan där­
för inte uppkomma under pålslagning med stålpålar med liten diameter. Detta 
innebär att den maximala spetskraften som uppnås under vågreflexionen vid 
spetsen alltid är betydligt mindre än dubbla maximala initialvågintensiteten.
I det aktuella fallet gällde
^s,max^i,max Ä 4,2/2,9 1,45
F ■ /F- ~ — 0 65rr,min/ri,max ~
Man kan därför anta att detta förhållande vid pålslagning med aktuella förutsätt­
ningar normalt aldrig överstiger ca 1,3 a 1,4.
Som framgår av FIG. 51 är reflexvågens variationer mer »avrundade» än vad som 
gäller för det teoretiskt renodlade fallet i FIG. 49/11. Orsaker till detta är bl a att 
initialvågen ej är en perfekt rektangelvåg och att ojämnheter i anliggningsytor 
förekommer. Vidare uppstår vågreflexioner och vissa rörelser hos underlaget/stål­
blocket som ej beaktats vid användande av de aktuella uttrycken för reflexvågen.
4.2.2 Försök II, spetsunderlag av trä
I det andra redovisade försöket utgjordes spetsunderlaget av en träbit. Spetsunder­
lagets fjäderkonstant kan här uppskattas till att vara av storleksordningen 
ca 100 ggr mindre än när spetsen står på stål. Som framgår av FIG. 52 leder 
detta till att initialvägen reflekteras som en dragvåg med i stort sett samma form 
som initialvågen. FIG. 49/IV som avser teoretiskt renodlade förhållanden kan 
således i många fall antagas uppkomma också i verkligheten, dvs pålar och pål- 
detaljer måste under nedslagningen kunna tåla påfrestningarna av en momentan 
dragkraft som har samma maximala intensitet som initialvägen.
4.2.3 Försök III, spetsunderlag av plast
Eftersom förhållandena i FIG. 49/II och FIG. 49/IV kan förekomma vid pålslag- 
ningen gäller detta självfallet också det mellanting som representeras av figur III, 
där k är större än noll (fri spets), men mindre än fjäderkonstanten i FIG 49/II. 
Ett försök med 3 st 2 mm tjocka plastbrickor som spetsunderlag visar uppmätta 
samhörande initial- och reflexvågor, se FIG. 53.
Man kan notera att den maximala reflexintensiteten i likhet med vad som gällde 
i försöket i F IG. 52 till sitt belopp motsvarar maximala initialvågintensiteten. 
Överensstämmelsen mellan uppmätt reflexvåg i F IG. 53 och beräknad reflexvåg 
i FIG. 49/111 är god.
4.2.4 Försök IV, elastisk hejare — tung dyna — spetsunderlag av stål
Som nämnts ovan är en slutsats från den tidigare redovisade teoretiska analysen 
att reflexvågens intensitet initiellt alltid är en dragkraft även om inte initial­
vågen är en rektangelvåg. För att belysa detta förhållande utfördes de försök som 
redovisas i FIG. 54 och 55.
För försöket i FIG. 54 användes den 1,93 kg tunga dyna som redovisats i av­
snitt 4.1.5 tillsammans med den långsmala hejare (längd 0,5 m, 0 25 mm). 
Den resulterande initialvågen ökar då exponentiellt till ett maximalvärde och 
avtar därefter exponentiellt, vilket också framgår av försöket i FIG. 54. Stål­
stången vilade direkt på 65 kg-stälblocket.
Som framgår av FIG. 54 är dragreflexen initiellt en dragkraft, vilket är i överens­
stämmelse med teorin. Ur figuren kan vidare följande relationer utläsas:
F /F' «s 1 10 rs max'ri max
F . /f. te- 0,3 rr mm/ri max
Man noterar det låga förhållandet Fs max/Fj max. Detta resultat antyder att den
maximala spetskraft som uppnås under slagning av stålpålar med liten diameter 
kan beräknas vara av approximativt samma storlek som den maximala initialvåg­
intensiteten även om pålspetsen står på hårt underlag, exempelvis berg.
4.2.5 Försök V, elastisk hejare — dyna — spetsunderlag av stål
Med användande av en 0,5 m lång 0 25 mm hejare och en underliggande 4 mm 
plastbricka som dyna erhölls den initialvåg respektive den reflexvågform som 
visas i FIG. 55. Stålstången stod även i detta försök direkt på 65 kg-stålblocket. 
Initialvåglängden samt tiden för uppnående av maximal intensitet är här längre 
än för föregående försök, nr IV.
Ur figuren utläses följande förhållanden:
Fs max^i max
Fr min/Fi max ^,2
Också i detta försök var maximal spetskraft och initialvågintensitet approximativt 
lika stora, vilket är i överensstämmelse med resultatet i föregående försök, nr IV.
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FIG. 51. Spetsunderlag av stål
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FIG. 52. Spetsunderlag av trä.
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Fallhöjd 0,5 m
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3 st plastbrrc^or
Initialv&g
0,4 t (ms)
Reflexv&g
FIG. 53. Spetsunderlag av plastbrickor.
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FIG. 54. Elastisk hejare - tung dyna - spetsunderlag av stål
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FIG. 55. Elastisk hejare, elastisk dyna, spetsunderlag av stål.
SLUTSATSER OCH PRAKTISKA TILLÄMPNINGAR
För att med tillräcklig säkerhet kunna antaga att en påle som slagits 
genom lösa jordlager till kontakt med ett hårdare underlag kan bära 
förutsatt belastning måste en viss minsta spetskraft uppnås under ned- 
slagningens slutskede.
Storleken av spetskraften beror av den initialstötvåg som slagverktyget 
alstrar i pålen. En annan viktig parameter i samband med uppkomsten 
av spetskraften är underlagets styvhet. Antagandet att spetsunderlaget 
är idealplastiskt leder alltid till en överskattning av bärförmågan om 
denna beräknas med utgångspunkt från permanent sjunkning vid slag­
ningen.
För vissa typer av pålningsutrustning och pålar har man ett relativt stort 
erfarenhetsunderlag. Resultaten av en teoretisk analys kan under sådana 
förhållanden kontrolleras mot kända fakta. Behovet av teoretiska insat­
ser minskar dock ju större erfarenhetsunderlag som är tillgängligt.
För de nya och de planerade pålsystem som vuxit fram ur ett ökande 
behov av pålning för småhus och grundförstärkning saknas emellertid 
till stor del sådana erfarenhetskunskaper. Metodiken måste därför ana­
lyseras med hjälp av teori.
I denna rapport behandlas teoretisk bakgrund samt redovisas olika be­
räkningsmodeller som befunnits användbara för de aktuella tillämp­
ningarna. De erhållna resultaten har verifierats med hjälp av modellför­
sök. I ett senare skede kommer mätningar i full skala att utföras.
De utförda modellförsöken visar att resultat med tillräcklig noggrann­
het vid beräkning av initialstötvågor många gånger erhålles med använ­
dande av kvasistatisk metod och antagande om longitudinell vågutbred­
ning. Användande av ordinära differentialekvationer och motsvarande 
lösningar ger uttryck för krafter och rörelser som medger enkel och 
överskådlig beräkning av olika parametrars inverkan, exempelvis massa 
hos dynor samt sektionsförändringar på pålen.
Användande av elektrisk mätteknik kräver detaljerad kännedom om 
de i mätsystemet ingående komponenternas inverkan på mätresultatet. 
Vid många tidigare utförda stötvågsmätningar vid pålslagning torde re­
sultaten i hög grad ha påverkats av alltför låg gränsfrekvens hos de för­
stärkare som använts. Svårigheten att erhålla en tillräckligt stabil spän­
ning till olika komponenter kan också utgöra en felkälla.
Det många gånger enklaste sättet att kontrollera mätsystemets tillför­
litlighet är att med en funktionsgenerator införa en känd signal med 
för försöket relevanta egenskaper vid signalregistreringsstället och sedan 
låta den passera alla komponenter till den enhet där den presenteras.
Där sådan direkt system kontroll är svår eller omöjlig att genomföra kan 
istället inverkan av de olika komponenterna beräknas med hjälp av ekvi­
valenta kretsmodeller.
En sådan experimentell eller teoretisk felbestämning bör alltid utföras 
och redovisas vare sig det är fråga om forsknings- eller produktionsmät- 
ningar i fält eller undersökningar i laboratorieskala.
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5. För beräkning av en påles bärförmåga har den jord som omger pålen
och pålens spetsunderlag stor betydelse. Vid dimensionering och spän- 
ningskontroll av olika påldetaljer, exempelvis skarvar, spets och huvud 
måste även påfrestningarna under nedslagningen beaktas.
De i denna rapport redovisade resultaten kan direkt användas för såda­
na beräkningar. Särskilt måste de stora dragkrafter som ofta uppkom­
mer vid slagningen tas med i beräkningarna. Dragkraften vid neddriv- 
ning bör förutsättas vara lika stor som den största initialtryckvåginten- 
siteten, om inte särskilda åtgärder i syfte att minska så stora dragkraf­
ter vidtages.
6. En annan faktor som bör beaktas är den energiförlust (se avsnitt 2.3.5)
som uppkommer vid skarvglapp och som kan förorsaka kraftig upphett­
ning vid slagningen. Vid mätningar har i vissa fall skarvdelar blivit så 
heta att intilliggande mätkablars isolering skadats.
Skarvar och delar med liknande funktion måste därför förutom upp­
trädande drag- och tryckspänningar även kunna tåla kraftig upphett­
ning. Detta förhållande kan exempelvis ha stor betydelse vid val av 
korrosionsskydd av pål- och skarvmaterial av stål.
7. Vid uppskattning av vilken spetskraft (F$ max) som uppkommer vid
slagning av en stålpåle med liten diameter bör man inte utan närmare 
undersökning förutsätta större förhållande Fs max/Fj max än ca 1,0. 
Fj max betecknar maximal initialvågintensitet. För pålar med större 
diameter och vid initialvågor med brant front samt vid mycket hårt 
spetsunderlag kan detta förhållande uppgå till ca 1,3.
Den spetskraft som uppnås under slagningen varar endast några bråk­
delar av en sekund och är därför inte nedvändigtvis densamma som 
spetsbrottlasten vid en efter slagningen utförd statisk belastning på 
pålen. Inverkan av hastighetsberoende spetsmotstånd medför lägre 
statisk bärförmåga än den maximala kraft som kan uppnås vid spetsen 
under slagningen.
8. En jämförelse av olika undersökningar avseende inverkan av olika be-
lastningshastighet på berg (Stephenson, 1963, Ito m fl, 1963, 
Hustrulid, 1968, Lundborg, Almgren, 1969, Lundberg, 1976) och 
jord (se referenslista bilaga 1 ) tyder på att förhållandet mellan den 
maximala spetskraften under slagningen och den statiska spetsbrott­
lasten är av storleksordningen 1,0 för intakt, hårt berg och ca 1,5 a 2 
för löst berg och jord vid de belastningshastigheter som är aktuella vid 
pålning med stålpålar. Vid pålspetsbelastning på berg måste även inver­
kan av sprickor och upprepad av- och pålastning beaktas, se Coates 
m fl (1966), Rehnman (1970 och Rehnman och Broms (1972). Inver­
kan av cyklisk pålbelastning har studerats av Broms ( 197Z).
Några mer generellt giltiga rekommendationer beträffande samband 
mellan dynamisk och statisk brottlast och bärförmåga är dock svåra 
att ge utan förbehåll i form av vida felmarginaler. Bedömning av bär­
förmågan för pålar bör därför i princip aldrig ske annat än med beak­
tande av aktuella förutsättningar från fall till fall.
De fortsatta fältundersökningar som skall utföras kommer dock att ge 
väsentligt äkat underlag för säkrare beräkning av bärförmågan för såda­
na pålar som används för småhus och grundförstärkning, vilket kommer 
att minska riskerna för misslyckanden (pålar med för låg bärförmåga) 
och öka möjligheterna att i förväg bestämma förutsättningarna att upp­
nå tillräcklig bärförmåga.
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